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AVANT-PROPOS 



Le succès rapide et inespéré des deux premières éditions 
de cet ouvrage prouve que les méthodes qu'il expose ont 
été généralement appréciées ; cependant je dois répondre 
à une objection qui m'a été faite plusieurs fois : 

« II est vrai, me dit-on, que vos méthodes conduisent 
rapidement à des constructions simples, mais n'est-il pas 
à craindre que des difficultés plus grandes ne rendent 
cette science plus difficilement abordable ?» — Je crois 
que c'est le contraire qui a lieu. Les procédés que j'indique 
sont des conséquences immédiates et naturelles des mé- 
thodes générales, qui sont peu nombreuses, et par consé- 
quent ne sont pas un lourd fardeau pour l'élève ; tandis 
que pour lui, autrefois, chaque question offrait un pro- 
cédé particulier dont il fallait charger sa mémoire. 

D'un autre côté, l'ancienne manière d'étudier la géomé- 
trie descriptive produisait ce résullat que l'élève, très- 
habile à résoudre un problème lorsqu'il était libre de 
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choisir ses données, était fort embarrassé lorsque ceé don- 
nées avaient une position quelque peu particulière, tandis 
qu'avec cette méthode j'ai eu la satisfactio« de voir un 
grand nombre d*élèves arriver rapidement à résoudre 
simplement et avec élégance toutes sortes de problèmes 
sans être arrêtés par la disposition des données. 

Deux exemples feront bien voir la différence des deux 
méthodes : 

i" Autrefois un plan était toujours figuré par ses traces 
sur deux plans de projection, et, quand on avait à consi- 
dérer un plan dans la résolution d'un problème, quelles 
que fussent les données, on construisait les traces du plan. 
Quand il arrivait que les traces étaient situées hors des 
limites de l'épure, on était arrêté et obligé de changer les 
données. Aujourd'hui on opère sur les plans, quelle que 
soit la manière dont ils sont donnés, et le plus souvent on 
arrive au résultat avec moins de constructions que n'en 
exige la détermination des traces. 

2^ Dans la mélhode des rabattements, on effectuait tou- 
jours le rabattement sur le plan horizontal de projection, 
ce qui souvent rendait les constructions pénibles ou im- 
praticables. Aujourd'hui le rabattement s'effectue avec la 
même facilité sur un plan horizontal quelconque, ce qui 
rend les constructions toujours possibles et permet sou- 
vent de grandes simplifications • la première méthode n'est 
donc qu'une application de la seconde dans un cas par- 
ticulier. 

J'ajouterai quelques mots pour prévenir un reproche 
que je ne veux pas encourir. Cet ouvrage, en dehors des 
méthodes générales, contient, surtout dans la seconde 
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partie, un grand nombre de procédés simples et peu 
connus. Je n'ai pas la prétention d'être Tauleur de tous ; 
je les ai recueillis de côté et d'autre, en ignorant souvent 
l'origine ; en citant les auteurs présumés je m'expose- 
rais à des réclamations, car des choses d'une telle sim- 
plicité sont certainement venues à l'esprit de plusieurs. 
Ma seule prétention en les réunissant est de simplifier 
beaucoup l'élude d'une science qui autrefois était pour les 
élèves un sujet d'effroi et qu'ils n'arrivaient générale- 
ment à posséder que fort imparfaitement. 
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PREMIÈRE PARTIE 

DU POINT, DE LA LIGNE DROITE, DU PLAN. — PROBLÈMES SUR LA SPHÈRE. 

ANGLES TRIÈDRES. 

EXERCICES SUR LA LIGNE DROITE, LE PLAN ET LA SPHÈRE. 



^ 



PREMIÈRE LEÇON 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES 
DÉFINITIONS. 



, \. La projection d'un point A (fig. 1 ) sur un plan MN 

est le pied a de la perpendiculaire ka menée du point sur 
le plan. La perpendiculaire ka est la projetante du point 
A par rapport au plan MN. 

Un plan MN sur lequel on projette différents points 
d'une figure de l'espace, est un plan de projection. 

I 2. La projection d'une ligne ACB (fig. 2) surjun plan 

MN est le lieu acb des projections de tous les points de 
cette ligne sur le plan. 

Remarque. Les projetantes Aa, Cc,Bfr, perpendiculaires 
i 1 
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2 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

à un même plan MN, sont parallèles entre elles ; elles 
forment un cylindre qu'on appelle le cylindre projetant de 
ACB, 

Quand la ligne que Ton projette est une droite AB 
(fig. 3), les projetantes Aa, Bb sont dans un même plan, 
qu'on appelle plan projetant de la droite. 

THÉORÈME. 

3. La projection ab (Tune droite AB (fig. 3) sur un plan 
MN est une droite. 

Car ab est l'intersection du plan MN et du plan proje- 
tant de la droite. 

Remarque. Cette projection se réduit à un point, quand 
la droite AB est perpendiculaire au plan MN. 

4. OBSERYATIONS SUR LES PROJECTIONS DES LIGNES SITUÉES DANS 
UN PLAN PARALLÈLE A UN PLAN DE PROJECTION. 

I. La projection ab d*tine droite AB (fig. 4) sur un plan 
}ll^ parallèle à AB est parallèle à cette droite. 

Car ab est l'intersection du plan MN et d'un plan mené 
par une droite AB qui lui est parallèle. 

II. Toute droite finie AB (fig. 4) parallèle à un plan MN 
se projette sur ce plan en vraie grandeur. 

En effet, les projetantes Aa et Bb des extrémités A et B 
sont parallèles : donc ab et AB sont égales comme paral- 
lèles comprises entre parallèles. 

III. Vu angle ABC (fig. 5) parallèle à un plan MN se pro- 
jette sur ce plan en vraie grandeur ^ 
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Car Tangle ABC et sa projection abc ont leurs côlés pa- 
rallèles et dirigés dans le même sens. 

IV. Un polygone quelconque ABCDE (fig. 6) parallèle à 
un plan MN se projette sur ce plan en vraie grandeur. 

Car le polygone ABCDE et sa projection abcde ont leurs 
<îôtés et leurs augles respectivement égaux et situés dans 
le même ordre; ils peuvent donc coïncider. 

V. Le principe précédent est indépendant de la grandeur 
et du nombre des côtés du polygone ABCDE, il est donc 
•encore vrai quand chaque côté devient infiniment petit, 
c'est-à-dire lorsque le polygone ABCDE devient une ligne 
courbe. 

On peut donc dire en général que : 

VI. Toute courbe plane A (fig. 7) se projette en vraie 
grandeur a sur un plan qui lui est parallèle. 

5. OBSERVATION SUR LES PROJECTIONS DES LIGNES SITUÉES DANS 
UN PLAN PERPENDICULAIRE A UN PLAN DE PROJECTION. 

Toute ligne située dans un plan perpendiculaire à un 
plan de projection a pour projection sur ce plan l'intersec- 
ition des deux plans, c'est-à-dire une ligne droite. 

BUT DE LA GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

6. La Xjéométrie descriptive a pour but : l» la représen- 
tation exacte des figures de Tespace au moyen de dessins 
4racés sur un seul plan ; 2** la résolution complète des pro- 
blèmes relatifs à ces figures. 

Un exemple fera comprendre la différence qui existe 
entre la géométrie pure et la géométrie descriptive : 
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A GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

Supposons que l'on demande d'inscrire une sphère 
dans un tétraèdre. La géométrie pure indique que le cen- 
tre de celte sphère est le point commun aux plans bissec- 
teurs des angles dièdres du tétraèdre, que le rayon de 
cette sphère est la perpendiculaire abaissée du centre sur 
une des faces du solide ; mais elle ne donne aucun procédé 
pour construire ces régultats. La géométrie descriptive 
donne les moyens de représenter le tétraèdre avec ses di- 
mensions réelles, d'exécuter les constructions indiquées 
par la géométrie pour déterminer la position du centre, la 
grandeur du rayon et de figurer la sphère en grandeur et 
en position. 

MÉTHODE DES PROJECTIONS. 

7. Pour remplir le double but de la géométrie descrip- 
tive on peut employer différentes méthodes ; celle que 
nous allons exposer est la méthode des projections. Voici 
en quoi elle consiste : 

On projette les figures de l'espace sur deux plans de 
projection, généralement perpendiculaires entre eux. On 
fait tourner (on rabat) l'un d'eux autour de Tinlersection 
de manière qu'il coïncide avec l'autre ; on a ainsi les deux 
projections sur un même plan ; on effectue sur cette figure 
plane les constructions que comportent les solutions des 
problèmes proposés ; on remet le plan mobile dans sa po- 
sition première ; les résultats ainsi représentés permet- 
tent de connaître les résultats dans l'espace en vraie gran- 
deur et en position. 

L'application de la méthode présente donc trois ques- 
tions principales : 

1** Projeter des figures de l'espace; 
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GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 5 

2^ Exécuter en géométrie plane les construclions indi- 
quées par le raisonnement pour la résolution des pro- 
blèmes; 

3° Rétablir dans l'espace au moyen de leurs projections 
les figures obtenues comme résultais. 

La première et la troisième sont soumises à des règles 
fixes que nous allons exposer; la deuxième présente des 
variétés en nombre infini comme les problèmes que Ton 
peut se proposer de résoudre. 

DÉTEHMINATION l)'uN POINT. 

t 

8. Un point A de l'espace (fig. 8) n'est pas déterminé 
par sa projection a sur un. seul plan xy}i de projection, 
car a est la projection de tous les points de la projetante Aa ; 
mais si l'on donne de plus la projection a" de A sur un se- 
cond plan de projection a;j/N non parallèle au premier, le 
point A, devant se trouver à la fois sur les deux proje- 
tantes différentes Aaet Aa", est déterminé par leur inter- 
section. 

Les deux plans de projection a:î/M, xy^ sont générale- 
ment perpendiculaires entre eux ; nous supposerons le 
premier horizontal, et par suite l'autre vertical ; on les 
appelle plan horizontal^ plan vertical de projection. Leur 
intersection xy est nommée ligne de terre. 

Nous supposerons dans nos explications que c'est le 
plan vertical qui tourne autour àexy pour s'appliquer sur 
le plan horizontal. Dans ce mouvement la partie supé- 
rieure du plan vertical viendra se rabattre sur la partie 
postérieure du plan horizontal, et par suite la partie infé- 
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rieure du plan vertical coïncidera avec la partie antérieure 
du plan horizontal. 

THÉORÈME. 

9. Après le rabattement du plan vertical de jrrojection, la 
droite aa' (fig. 8), qui joint les deux projections d' un point Xy 
est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Par les projetantes Aa et Ao" concevons un plauy ce 
plan coupe la ligne de terre en p, le plan horizontal sui- 
vant jpa, le plan vertical suivant pa"; mené suivant les 
projetantes Aa et Aa", il est perpendiculaire aux deux 
plans de projection et par suite à leur intersection xy ; 
donc réciproquement xy est perpendiculaire au plan des- 
projetantes et par suite à pa et pa", qui passent par son 
pied dans ce plan. Or dans le rabattement du plan ver- 
tical, pa'' reste perpendiculaire à xy ; donc pa et pa' sont 
perpendiculaires à la ligne de terre au même point. 

Remarque. Cette démonstration est indépendante de 
Tangle des deux plans de projection. 

10. D'après ce principe, après le rabattement du plan 
vertical, un point A de l'espace sera représenté sur le 
plan horizontal de projection par ses projections a, a' si- 
tuées sur une perpendiculaire à xy^ comme l'indique la 
figure 9. 

THÉORÈME. 

11. Si les plans de projection sont perpendiculaires entre 
eux (fig. 8), la distance d^un point de V espace à lun d'eux 
est égale a la distance de sa projection sur Vautre à la ligne 
de terre» 
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Le quadrilatère Aapa" est un rectangle, car Aa, per- 
pendiculaire au plan horizontal, est peipendiculaire à ap^ 
qui passe par son pied dans ce plan ; de même Aa" est 
perpendiculaire à a"p, et apa'\ qui mesure l'angle dièdre 
des plans de projection, est un angle droit ; on a donc : 
ka"=ap et Aa==:a"p=a'p. c. q. f. d. 

Cette considération permet de concevoir facilement la 
position d'un point de Fespace d'après ses projections ; 
ainsi le point représenté (ûg. 9) par ses deux projec- 
tions a, a' se trouve sur la verticale menée par a à une 
hauteur égale à a'p au-dessus du plan horizontal de pro- 
jection. 11 est de même sur la perpendiculaire au plan 
vertical menée par a' à une distance de ce plan égale à 
ap=Aa'\ 

12, Corollaire I. Quand on transporte Tun des plans 
de projection parallèlement à lui-même, le plan horizon- 
tal par exemple, les distances des projections verticales 
de tous les points d'une figure à la ligne de terre sont 
augmentées ou diminuées de la même quantité ; il en est 
de même pour les distances horizontales si, le plan hori- 
zontal restant fixe, on déplace le plan vertical parallèle- 
ment à lui-même ; donc : 

Lorsqu'une figure de V espace est déterminée par ses projec- 
tions sur deux plans perpendiculaires entre eux, si Von dé- 
place la ligne de terre parallèlement à elle-même^ on obtient 
le même résultat que si Von trmisporte la figure parallèle- 
ment à elle-même dans une direction perpendiculaire à un 
des plans de projection^ et par suite les projections après le 
déplacement de la ligne de terre déterminent la même figure 
de l'espace. La position de la ligne- de terre est donc arbi- 
traire^ si Von na égard quà la forme des figures de V espace. 
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15. CoBOLLAiRE II. Ce même théorème permet, lors- 
cpi'on eonnait les projections a, a' d'un point sur deux 
plans perpendiculaires entre eux, de déterminer sa pro- 
jection sur un plan quelconque perpendiculaire à Tun des 
deux premiers. 

Soit en effet (fig. 10) un nouveau plan vertical mené 
suivant x^j/^ et rabattu sur le plan horizontal, la projec- 
tion de a.fl' sur ce plan sera en a" sur la perpendiculaire 
aq menée de a sur x^ y^ et à une distance a" q de x^ y^ égale 
à pa' qui indique la hauteur du point a. a' au-dessus du 
plan horizontal de projection. 

De même, si l'on veut avoir la projection de ce point 
sur un plan mené suivant x^y^ perpendiculairement au 
plan vertical et rabatfu sur ce plan, on mènera par a' 
a'r perpendiculaire à x^y^ et l'on prendra sur cette ligne 
raf" égale à pa, distance du point de l'espace au premier 
plan vertical de projection. 

EXAMEN DES DIFFÉRENTES POSITIONS QU'uN POINT PEUT OCCUPER 
DANS l'espace PAR RAPPORT AUX DEUX PLANS DE PROJECTION. 

14. Pour simplifier le langage, nous désignerons par 
les chiffres 1, 2, 3 et 4 les quatre angles dièdres formés 
par les plans de projection, comme l'indique la figure 11. 

L'angle 1 est celui qu'on appelle communément angle 
antérieur supérieur ; l'angle 2, ^Xigl^ postérieur supérieur ; 
Tangle 5, angle postérieur inférieur^ et l'angle 4, angle 
antérieur inférieur, 

1° Nous avons vu ce que deviennent après le rabat* 
tement les projections a, a" d'un point A situé dans l'an- 
gle 1(9). 
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2** Soit un point B situé dans Fangle 2 ; sa projection 
verticale b" est placée après le rabattement en V du même 
côté que la projection horizontale b derrière la ligne de 
terre. 

3° Soit un point C situé dans l'angle 3 ; après le ra- 
battement, ses projections c et c' sont situées de côtés dif- 
férents de la ligne de terre ; la projection horizontale c en 
arrière et la projection verticale c' en avant. 

4** Soit un point D situé dans Fangle 4 ; après le rabat- 
tement ses projections d et d' sont situées d'un même côté 
de la ligne de terre en avant de celte ligne. 

Remarque I. Tout point situé dans l'un des plans de 
projection est à lui-mênje sa projection sur ce plan, 
et sa projection sur Tautre est située sur la ligne de 
terre. 

Remarque II. Tout point situé sur la ligne de terre est 
à lui-même sa projection verticale et sa projection hori- 
zontale. 

15. On voit que dans tous les cas la distance à la ligne 
de terre de la projection d'un point de l'espace sur l'un 
des plans de projection indique la distance du point à 
Tautre plan, et sa position le sens dans lequel il faut por- 
ter cette distance. 

Comme les deux projections d'un point peuvent être 
situées indifféremment des deux côtés de la ligne de terre, 
on convient de les distinguer l'une de l'autre en donnant 
un accent à la projection verticale. 

16. La figure 12 indique sur le plan horizontal les 
projections a.a\b .6', ce/ (Ld' des quatre points A,B,C,D 
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10 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

considérés dans Tespace sur la figure 11, et situés dans 
les quatre angles dièdres formés par les plans de projec- 
tion*. 

17. Remarque. Tout point d'un plan bissecteur d'un 
angle dièdre étant à égales distances des deux faces, il 
résulte de ce qui précède que tout point du plan bissec- 
teur des angles dièdres 1 et 3 a ses projections à égales 
distances de la ligne de terre, et que tout point du plan 
bissecteur des angles dièdres 2 et 4 a ses projections qui 
sont confondues après le rabattement, en un point situé 
en avant ou en arrière de la ligne de terre, suivant que le 
point de .l'espace est dans Pangle 4 ou dans Tangle 2. 

DÉTERMINATION D*ONE DROITE. 

18. Une droite AB de l'espace (fig. 13) n'est pas déter- 
minée par sa projection ab sur un seul plan a;yM de pro- 
jection, car ab est la projection sur ce plan de toute ligne 
droite ou courbe tracée dans le plan projetant de AB ; 
mais si Ton donne de plus la projection a" 6" de AB sur 
un second plan a;yN non parallèle au premier, la droite AB 
devant se trouver à la fois dans les deux plans projetants 
menés par ab et a"b" sera généralement déterminée par 
leur intersection. 

19. La droite n'est pas déterminée, quand les deux 
plans projetants dont elle est l'intersection se confondent : 
comme chacun de ces plans est mené perpendiculairement 

* Les élèves qui commencent Tétude de la géométrie descriptive devront 
revenir souvent sur ce double exercice : 1" construire les projections d'un 
point donné ; 2« déterminer la position d'un point d'après ses projections, 
en faisant varier la position du point dans l'espace et les projections par 
rapport à la ligne de terre. 
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à l'un des plans de projection, la droite est dans ce cas 
située dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre ; 
pour la déterminer on donne les projections de deux 
de ses points ou bien sa projection sur un troisième 
plan. 

20. On peut généralement prendre à volonté deux droi- 
tes quelconques sur les deux plans de projection comme 
projections d'une droite de Tespace, car les plans proje- 
tants menés suivant ces droites se coupent en général. 11 
n'y a d'exception que dans le cas où ces plans sont pa- 
rallèles ; comme Tun d'eux est perpendiculaire au plan 
horizontal et l'autre au plan vertical, ils sont tous deux 
perpendiculaires à la ligne de terre. Deux droites prises à 
wlonté sur les deux plans de projection peuvent donc être 
considérées comme les projections d'une droite de l'espace^ 
quand elles ne sont pas perpendiculaires à la ligne de terre 
en des points différents. 

Quand elles sont perpendiculaires à la ligne de terre 
en un même point, les plans projetants se confondent, et 
alors elles sont les projections de toute ligne située dans 
le seul plan projetant qu'elles déterminent. 

THÉORÈME. 

21. Deux droites parallèles AB et CD (fig. 14) ont leurs 
projections ab *et cd sur un même plan MN parallèles. 

Soient A un point de AB et C un point de CD, leurs pro- 
jetanies Aa, Ce sur MN sont parallèles, les droites AB, CD 
sont parallèles par hypothèse ; les plans projetants BAa, 
DCc sont donc parallèles, et par suite leurs intersections 
aby cd avecMN sont aussi parallèles, c. q. f. d. 
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22. Corollaire. Toute droite parallèle à la ligne déterre 
a ses projections parallèles à cette ligne. 

THÊOSiaDE. 

23. Si les projectii/ns ab et cd, a'b" et c"d" (tig. 15) de 
deux droites AB et CD sur deux plans de projection sont 
respectivement parallèles, AB et CD sont parallèles. 

En effet, AB est Finlersection des plans projetants me- 
nés suivant ab eia^V'; CD est Finterseclion des plans 
projetants menés suivant edet c"d" respectivement paral- 
lèles aux deux premiers ; AB et CD sont donc parallèles. 

THÉORÈME. 

24. Toute droite parallèle à Vun des plans de projection 
(fig. 16) se projette sur Vautre suivant une parallèle à la 
ligne de terre. 

Soit AB parallèle au plan vertical de projection, le plan 
BAa projetant de AB sur le plan horizontal, étant mené 
suivant AB et Aa parallèles au plan vertical de projection, 
est parallèle à ce même plan ; donc ab et xy sont paral- 
lèles comme intersections de deux plans parallèles par 
un troisième. 

On démontrerait de même que toute droite horizontale 
AB (fig. 17) a sa projection verticale a" b'"^' parallèle à la 
ligne de terre. 

25. Le même principe s'applique par la même raison 
à toute courbe située dans un plan parallèle à Tun des 
plans de projection. 
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DEUXIEME LEÇON 

REPRÉSENTATION D'UN PLAN 



26. On représente le plus souvent un plan par les deux 
droites suivant lesquelles il coupe les plans de projection 
et qu'on appelle ses traces . 

Ainsi le plan MNPQ représenté en perspective sur la fi- 
gure 18, est représenté sur la figure 19, après le rabat- 
tement du plan vertical, par sa trace horizontale MN et 
sa trace verticale NP . 

On voit que les deux traces d'un plan coupent la ligne 
de terre au même point N qui est le point où cette ligne 
perce le plan. 

27. On sait qu'un plan est déterminé par trois points 
non situés en ligne droite, par un point et une droite, 
par deux droites qui se coupent ou par deux droites pa- 
rallèles ; quand la position d'un plan est ainsi fixée, on 
peut se proposer d'en déterminer les traces ; mais nous 
ne regarderons pas celte détermination comme nécessaire 
soit pour figurer le plan , soit pour aider à la résolution 
des problèmes. 

28. Un plan est généralement déterminé par ses traces. 
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car par deux droites qui se coupent on ne peut faire pas- 
ser qu'un plan. 11 n'y a d'exception que lorsque les deux 
traces se confondent ; or l'une de ces traces est dans le 
plan horizontal de projection, l'autre datis le plan verti- 
cal ; donc dans ce cas le plan passe par la ligne de terre ; 
pour le déterminer on donne sa trace sur un troisième 
plan ou les projections d'un quelconque de ses points. 

OBSERVATIONS SUR LES DIFFÉRENTES POSmONS d'uN PLAN. 

29. Un plan vertical PoP^ (fig. 20) a sa trace verti- 
cale aPj perpendiculaire à la ligne de terre, car cette trace 
est l'intersection de deux plans perpendiculaires au plan 
horizontal. 

30. De même un plan QPQ^ (fig. 21) perpendiculaire au 
plan vertical a sa trace horizontale Qp perpendiculaire à la 
ligne de terre. 

31 . Un plan PaP^ (fig. 22) perpendiculaire aux deux plans 
de projection a ses deux traces Pa, aP^ perpendiculaires 
à la ligne de terre. Ce plan est souvent appelé plan de 
p rofil. 

32. Un plan RR^ (fig. 23) parallèle à la ligne de terre 
a ses deux traces R, R^ parallèles à cette 4igne, car si elles 
la rencontraient, la ligne de terre ne serait pas parallèle 
au plan. 

33. Un plan horizontal PQ (fig. 24) n'a pas de trace 
horizontale; sa trace verticale p'q' est parallèle à la ligne 
de terre. 

34. De même un plan PQ (fig. 25), parallèle au plan 
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vertical de projection, n'a pas de Irace verticale ; sa trace 
horizontale pq est parallèle à la ligne de terre. 

55. D'après le mode de représentation d'un plan per- 
pendiculaire à Tun des plans de projection, il est facile de 
déterminer les projections de Vintersection d'un pareil plan 
avec une ligne quelconque représentée par ses deux projec- 
tions. 

Soient par exemple le plan vertical PaP^ (fig. 27) et la 
courbe A. A'; tout point commun au plan et à la courbe 
a sa projection horizontale située h la fois sur la trace ho- 
rizontale Pa du plan et sur la projection horizontale A de 
la courbe ; soit m un point commun à ces deux lignes, le 
point de la courbe projeté horizontalement en m, ver- 
ticalement en m', est un point commun à la courbe et au 
plan. 

On obtiendrait de même un point où la courbe perce- 
lait un plan perpendiculaire au plan vertical. 

La solution de cette question très-simple est d une très- 
grande utilité dans la pratique. 

DÉTERMINATION DE LA VRAIE GRANDEUR d'uNE FIGURE 
SITUÉE DANS UN PLAN VERTICAL. 

36. De même qu'on a rabattu le plan vertical de pro- 
jection autour de la ligne de terre pour l'appliquer sur 
le plan horizontal, on peut rabattre un plan vertical 
quelconque autour de sa trace horizontale et obtenir 
ainsi la vraie grandeur de toute figure située dans ce 
plan. 

Soit le polygone abcde. dVc' d'e' (fig. 28) situé dans 
le plan vertical POP^ ; si Ton fait tourner le plan autour 
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de PO pour l'appliquer sur le plan horizontal de pro- 
jection , et si l'on désigne par A le point de l'espace 
dont fly d sont les projections, la projetante verticale Âa 
de A prendra la position A, a perpendiculaire à PO et con- 
servera dans ce rabattement sa vraie grandeur Aa égale 
à n'a, distance de sa projection verticale à la ligne de 
terre. On obtiendra de même les rabattements des autres 
sommets et Ton aura la vraie grandeur A^BjC^DjEj du po- 
lygone. 

56 h\s. Au lieu de rabattre le plan POP^ autour de OP 
pour l'appliquer sur le plan horizontal, on peut le faire 
tourner autour de sa trace verticale OP^ (lig. 29) pour 
rappliquer sur le plan vertical ; dans ce mouvement au- 
tour de Taxe vertical OP^ un sommet n.a' décrit un arc de 
cercle horizontal dont le centre est sur OP^ et dont le 
rayon est projeté en vraie grandeur suivant aO sur le plan 
horizontal (4, Yl) ; cet arc est projeté horizontalement sui- 
vant amAj, verticalement suivant a' A' (5) ; il rencontre le 
plan vertical de projection en A'; on obtient de même les 
positions des sommets B', C, IX, E' et Ton a la vraie gran- 
deur A' B' C D' E' du polygone. 

On peut effectuer des mouvements analogues quand la 
figure est située dans un plan perpendiculaire au plan 
vertical de projection. 

CONVEMTIOMS RELATIVES A l'eXÉGUTION DES DESSINS 
DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

37. Dans les dessins de géométrie descriptive ou é^ureB 
on distingue deux sortes de lignes : 1"* celles qui servent 
à représenter les données et les résultats ; 2*^ celles qui 
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indiquent les constructions ; les premières sont représen- 
tées par des traits pleins ou ponctués (points ronds ....)? 
selon qu'elles représentent des parties vues ou des parties 
cachées ; les autres par des traits pleins au carmin ou du 

pointillé noir (traits discontinus ). Dans les lignes de 

constniction on ne distingue pas les parties vues des par- 
ties cachées. 

Quelquefois, quand on ne représente qu'une partie d'un 
solide dont l'autre est enlevée, afin de conserver la trace 
du solide entier primitif, on représente par un trait mixte 
(pointillé dans lequel deux traits consécutifs sont séparés 

par un point — . ) les projections des lignes de la 

partie enlevée. 

Ce pointillé est aussi employé, mais rarement, pour re- 
présenter des lignes de construction d'une certaine im- 
portance. 

CONVENTIONS RELATIVES AUX PARTIES VUES 
ET AUX PARTIES CACHÉES. 

38". Pour les projections horizontales l'observateur est 
supposé placé à une distance infinie au-dessus du plan 
horizontal ; pour les projections verticales il est supposé ^ 
placé à une distance infinie en avant du plan vertical. 
Dans chacune des deux hypothèses, les rayons visuels 
sont parallèles aux projetantes sur le plan correspon- 
dant. 

D'après cela, pour reconnaître les parties vues ou ca- 
chées sur la projection horizontale d'un pojyèdre, on con- 
sidère les plans verticaux projetants menés par les droites 
qui forment le contour de la projection horizontale ; ces 
plans forment un prisme droit indéfini dans l'intérieur 

2 
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duquel se trouve le solide ; les arêtes qui sont projetées^ 
suivant les lignes de contour, partagent la surface du po- 
lyèdre en deux parties dont Tune est vue et l'autre cachée ; 
ces arêtes sont nécessairement vues; quant à celles qui 
sont projetées dans Tintérieur, on examinera pour Tune 
d'elles la verticale menée par Tun de ses points qui ne soit 
pas sur le contour ; selon que la projetante dirigée du 
point vers Tobservateur renconti*era ou non le solide, ce 
point sera caché ou vu ; il en sera de même de Tarête à 
laquelle il appartient et de toutes celles qui aboutissent 
à une extrémité de cette arête non projetée sur le con- 
tour. 

Dans la plupart des cas on reconnaît à prion si cette 
projetante rencontre le polyèdre. Quelquefois on est obligé 
d'avoir recours à une construction que nous indiquerons 
plus loin (63) . 

On opère de même pour la projection verticale au moyen 
d'un prisme circonscrit au polyèdre et perpendiculaire au 
plan vertical de projection. 

On convient encore qiie les plans de projection ne sont 
pas transparents et qu'un plan rabattu cache les projec- 
tions qu'il recouvre après le rabattement : il n'y a donc 
que les ligures situées dans l'angle dièdre antérieur 
supérieur dont les projections seront figurées comme 
vues. 

Les plans représentés par leurs traces seront consi- 
dérés comme transparents, à moins qu'on n'exprime le 
contraire. 



Digitized by VjOOQ IC 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 19 

PREMIER EXERaCE^ 

39. 1° Construire les projections cYun prisme hexagonal 
régulier dont 07i donne une base abcdef (fig. 30) sur le plan 
horizontal de projection et la hauteur h. 

2° Projeter ce prisme sur un plan vertical quelconque. 

V Le prisme se projette horizontalement suivant abcdef, 
puisque toutes ses faces latérales qui sont verticales se 
projettent suivant les côtés de ce polygone (5). 

La base abcdef reposant sur le plan horizontal de pro- 
jection se projette verticalement sur la ligne de terre 
(15, Rem. 1), une arête latérale menée par a se projette 
verticalement suivant a'a" perpendiculaire à la ligne de 
terre et égale à la hauteur donnée fc, puisque cette arête 
est parallèle au plan vertical de projection. La base su- 
périeure parallèle au plan horizontal est projetée verti- 
calement suivant la parallèle à la ligne de terre (24) 
menée par la projection verticale a" de l'un de ses som- 
mets. Les projections verticales b\ c", d", e", f" des au- 
tres sommets se trouvent sur cette parallèle et sur les 
perpendiculaires à la ligne de terre menées par les pro- 
jections horizontales correspondantes. 

Distinction des parties vues et des parties cachées. 

La projection horizontale du prisme se réduit à celle 

de sa base supérieure qui est vue ; cette projection sera 

donc dessinée en lignes pleines. 

* Afin que le lecteur puisse se familiariser avec le mode de représenta- 
tion que nous avons exposé et la lecture des projections, il est indispen- 
sable qu'il fasse de nombreux exercices de projections de solides. Nous en 
signalerons quelques-uns ; n)ais ces exercices pourront être modifiés à vo- 
lonté, suivant les modèles que les élèves auront sous les yeux. 
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Sur le plan vertical, pour reconnaître si une arête 
projetée en fc'ft" dans l'intérieur du contour de la pro- 
jection est vue ou cachée, on remarquera que les pro- 
jetantes de tous ses points traversent le solide pour 
arriver à Tobservateur, puisque ces projetantes ont pour 
projection horizontale commune b'b et que Tobservateur 
est supposé placé à Tinfini en avant du plan vertical. On 
verra de même que l'arête projetée en cV est cachée 
et que celles qui sont projetées en e'e" et pf" sont 
vues. 

On obtient de la même manière la projection du so- 
lide sur un autre plan vertical quelconque mené suivant 
x^y^. Dans le cas de la figure, x^j/^ a été pris perpendi- 
culaire aux deux côtés parallèles ab et de et par suite à 
la diagonale cfde la base ; dans ce cas, les projections 
des arrêtes vues recouvrent les projections des arêtes 
cachées. 

DEUXIÈME EXERCICE. 

40. Construire les projectiom (Tun cube sur plusieurs 
plans de projection (fig. 31). 

Soit abcd le carré, base inférieure du cube, placé sur 
le plan horizontal de projection. On obtiendra facilement, 
comme dans le cas précédent, la projection verticale 
a'b'c'd' a"b"cf'd" du cube sur un premier plan vertical 
mené suivant a?y, puis sa projection a\b\c\d'i a"^b"id\d'\ 
sur un second plan vertical mené suivant dJij/i perpendi- 
culairement à la diagonale a c de la base. 

Soit proposé encore de projeter le solide sur un plan 
mené suivant x^y^ perpendiculairement au premier plan 
vertical: on obtiendra sur ce plan la projection d'un 
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point a!' .a en menant par a" une perpendiculaire à la 
ligne de lerre x^y^ et prenant sur cette perpendiculaire 
à partir de x^y^ une longueur égale à aa\ qui mesure 
la dislance du point considéré au premier plan ver- 
tical. 

On obtient de même les projections des autres som- 
mets. 

Pour distinguer les 'parties vues et les parties cachées, 
on supposera l'observateur placé à une distance infinie 
du nouveau plan de projection et du même côté que le 
cube; on considérera le sommet projeté en a" dans l'in- 
térieur du contour et le plus rapproché du nouveau plan 
de projection ; la projetante qui part de ce sommet doit 
traverser le cube pour arriver à l'observateur ; ce point 
est donc caché, et par suite il en est de même des trois 
arêtes qui partent de ce point; on représentera donc 
leurs projections en ponctué. 

On voit de la même manière que les trois arêtes dont 
les projections concourent au point y' sont vue^. 

TROISIÈME EXERCICE. 

41. Construire les projections d'un prisme pentago'nal 
régulier qui repose par une face latérale sur le plan ho- 
rizontal de pi^ojection. 

Trouver les projections et la vraie grandeur de la section 
faite dans ce prisme : i** par un plan vertical; 2* par 
un plan perpendiculaire au plan vertical de projection. 

Soit aba^b^ (fig. 52) la face rectangulaire suivant la- 
quelle le prisme repose sur le plan horizontal. Une des 
bases du prisme est dans le plan vertical mené par ab ; 
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pour avoir les projections des soramels de celle base 
on rabaltra son plan autour de ab sur le plan hori- 
zontal de projection (36) ; la base sera rabattue en vraie 
grandeur suivant le pentagone régulier abCDE. Considé- 
rons le sommet rabattu en D ; si de ce point on abaisse 
la perpendiculaire Dd sur ab, quand on remettra le plan 
de la base dans sa position réelle, Dd deviendra une 
verticale et d sera la projection horizontale du point D de 
l'espace. Dd représente la hauteur de ce sommet au- 
dessus du plan horizontal et par suite on obtiendra la 
projection verticale d' de ce point en menant d B d' per- 
pendiculaire à la ligne de terre et prenant Sd'=Dd(H). 
On construira de même les projections verticales des au- 
tres sommets ainsi que celles des sommets de la base 
opposée. 

Distinction des parties vues et des parties cachées. 

Sur le plan horizontal les deux arêtes aa^, bbi sont ca- 
chées, car les verticales menées des points de ces arêtes 
doivent traverser le prisme pour arriver à Tobservaleur ; 
les autres arêtes sont vues. 

Sur le plan vertical les projections &c\, e'e\ des deux 
arêtes CCi, EE^ situées dans un même plan horizontal se 
confondent en direction ; Tune de ces arêtes CC^ placée 
en avant est vue, l'autre EE^ placée en arrière est ca- 
chée ; mais la projection de EE^ n'est ponctuée que sur 
la partie d^e'^j le reste coïncidant avec la projection de 
l'arête vue. 

Il est facile de reconnaître encore que le sommet pro- 
jeté ene.e' est caché ; les projections e'd\ e' a' qui passent 
par la projection verticale e' de ce point doivent donc être 
représentées en pondue. 



> 



Digitized by VjOOQ IC 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 25 

1° Soit proposé de construire la projection de la sec- 
tion faite dans ce prisme par un plan vertical PaPi(fig.33). 

Les arêles latérales sont coupées aux points projetés 
horizontalement en m, w, p, ç, r, verticalement en m', 
w', p\ q'y r\ On a donc immédiatement les projections 
du pentagone d'intersection. La figure 33 représente le 
résultat en supposant qu'on ait enlevé la partie de droite 
du prisme. 

On obtient la vraie grandeur de la section soit en ra- 
battant le plan vertical' P a Pi autour de Pa sur le plan 
horizontal suivant wrniPi)\ç (^6), soit en le faisant tourner 
autour de aP^ pour l'appliquer sur le plan vertical de pro- 
jection suivant ri^m^p^r^q^ (36 6^5)^ 

2° Soit proposé de construire les projections de la sec- 
tion faite dans ce prisme par le plan PoP^ perpendiculaire 
4m plan vertical de projection (fig. 34). 

Les arêtes latérales sont coupées aiix points projetés 
verticalement enn', m', jp', ç', r', horizontalement en n, 
m, p, ç, r ; on a donc immédiatement les projections de 
tous les sommets du pentagone d'intersection. 

Remarque. On^ mis deux lettres m',p' à un même 
point de la projection verticale, parce que à ce point 
correspondent les deux points de l'espace projetés hori- 
2ontalement en m et p et situés sur deux arêtes qui ont 
même projection verticale ; il en est de même du point 
marqué qW. 

La section a été rabattue en vraie grandeur sur le plan 



^ Si les limites du dessin ne permettaient pas d'effectuer cette construc» 
tloD, on emploierait le procédé indiqué plus loin (49). 
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horizontal suivant qrm^7\p^ et verticalement suivant 
qiUrthni'P^ (36 Ws). 

Comme dans l'exemple précédent, on a supposé en- 
levée la partie du prisme qui est à droite du plan 
sécant. 
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TROISIÈME LEÇON 

PROBLÈMES SUR LA LIGNE DROITE 



42. Définitions. On appelle traces d'une droite les points 
où elle perce les plans de projection; trace horizontale le 
point où elle perce le plan horizontal et trace verticale le 
point où elle perce le plan vertical. 

PROBLÈME. 

43. Construire les projections d^une droite dont on 
donne les traces. 

Soient a et V (fig. 35) les deux traces données ; la trace 
horizontale à se projette verticalement en a' sur la ligne 
de terre ; la trace verticale h' est à elle-même sa projec- 
tion verticale; a'V est donc la projection verticale de- 
mandée. On obtient de même la projection horizontale 
en projetant horizontalement en h sur la ligne de terre la 
trace verticale h' et joignant ab, 

PROBLÈME. 

44. Déterminer les traces d'une droite dont on donne les 
projections (fig. 35). 
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Saient ofr, ë^y les denx projectioQs doon*^. La traoe 
bonzootale cherdiée, sita<^ sot la droite et sar le plan 
hamaatai deprojectîoo, se projette Tertîcaleinenl sur if V 
et sur Xjf ^ 15, Bem. Ii, par suite au point à' de renccmtre 
de ces deux lignes ; donc en menant c'a perpendiculaire 
à la ligne de terre, on <d>tîeot par sa rencontre aTec ab 
la trace horiixmtale demandée a. On obtient de même la 
trace Terticale ¥ an point de rencontre de ab' avec la 
perpendiculaire bV menée à la ligne de terre par le 
point b où cette ligne est rencontrée par la projection 
horizontale ab. 

SEXARQCE SCB LA POSITIO^^ d'u^Œ MUTTE DOS^ŒC PAR SS 

noiEcno^is. 

45. On peut concevoir la droite comme déterminée par 
rintersection de ses deux plans projetants, mais on aura 
une idée plus nette de sa position dans l'espace si l'on 
cherche d'abord ses traces et si Ton considère la droite 
qui joint ces deux points lorsque le plan mobile a repris 
sa position réelle. 

Si Ton ne considère que la portion de la droite com- 
prise entre ses traces, il est facile de reconnaître sur la 
figure 36 que ab. a'b'esi situé dans Tangle 1, cd. c'd! 
dans langle 2, cf. e'p dans Tangle 3 et gh. g' h! dans 
Tangle 4. 

On a représenté en ponctué les projections de toutes 
les parties de ces droites qui ne sont pas dans Tangle 1 
(38). 

PROBLÈME. 

46. Mener par un point donné m . m' une parallèle aune 
droite donnée ab . a' b' (fig. 37) . 



Digitized by VjOOQ IC 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. "il 

La projection horizontale de la droite demandée est 
parallèle à «6 (21) et passe par le point rn, elle est donc dé- 
terminée ; on obtient de même sa projection verticale en 
menant par m' une parallèle m' c' à a'b\ 

47. Cas particulier où la droite donnée est dans un flan 
perpendiculaire à la ligne de terre (ûg, 38). 

Dans ce cas , la parallèle n'est plus déterminée par ses 
deux projections (19) ; mais l'indétermination cessera si 
Ton projette les deux parallèles sur un plan vertical mené 
par une droite x^y^ (fig. 38) non parallèle à xy. Sur ce 
plan la droite ab . a' V se projette suivant (fV (13), le point 
m.w! se projette en m" (13) ; la droite demandée est pro- 
jetée suivant w"n" parallèle à d'V et un point quelconque 
de la droite projeté en n" a sa projection horizontale en n 
sur m n, parallèle à at, et sa projection n' sur le premier 
plan vertical à une distance de xy égale à la distance de 
n"kx,y,[i\). 

Nous avons indiqué la solution précédente, parce 
qu'elle est une application d'un procédé général; mais 
en voici une autre plus rapide et qu'il convient d'employer 
dans la pratique (fig. 38 bis). On joindra le point donné r. 
m.m' k Tun des points a.^' de la droite donnée; parle <i_-! 
second point bJb^ de cette droite on mènera les droites rv . /i 
bnjbnf respectivement égales et parallèles à anij ofmf ; oai^^j ^j 
la figure ab mn.a'b m'n' est un parallélogramme et le 
sommet n. n'est un point de la parallèle demandée. 

PROBLÈME. 

48. On donne les projections ab, a'b'd'uw^ droif^(fig. 39), 
on demande: 
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1"* La distance de deux points c. c', à. à' de cette droite; 

2° Les projections d't/n point de la droite distant decd 
d'une longueur donnée 1 ; 

S"" Les angles que fait la droite avec les plans de projec- 
tion, 

1** Si l'on rabat le plan vertical projetant de la droite 
autour de sa trace horizontale (36), les po.ints c .c\ d, d' 
seront rabattus en C et D; CD est la dislance cherchée. 

Remarque. Si les deux points donnés sont situés décotes 
différents par rapport au plan horizontal de projection, 
ils auront leurs rabattements situés de côtés différents par 
rapport à la charnière ah. 

2° Si sur le rabattement on prend à partir de C une 
longueur CM=/, M sera le rabattement d'un point de la 
droite distant de C de la longueur donnée/; si on relève, 
M sera projeté horizontalement en m, pied de la perpendi- 
culaire menée de M sur ai, et verticalement en m', point de 
rencontre de a'V avec la perpendiculaire à la ligne de terre 
menée par m. 

Il y a un second point m^, m\ qui satisfait à la ques- 
tion ; pour Tobtenir il suffit de prendre cm^ = cm et 
c'm\ = dm', 

3** L'angle de la droite rabattue AB avec sa projection 
àb est l'angle de la droite avec le plan horizontal. Si ces 
droites ne se coupaient pas dans les limites de l'épure, 
on mènerait par un point quelconque de AB une paral- 
lèle à ah. 

On obtient l'angle que la droite fait avec le plan vertical 



Digitized by VjOOQ IC 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 29 

en rabattant autour de a' V sur le plan vertical le second 
plan projetant de cette droite. 

On peut résoudre les mêmes problèmes en faisa7ît tourner 
le plan vertical projetant de la droite autour de sa trace ver- 
ticale bV pour rappliquer sur le plan vertical de projection 
("56 bis). 

V La distance des points donnés est alors transportée 
en CD (fig. 40). 

2** Un point distant de C de la longueur donnée / s'ob- 
tient en prenant CM=i sur CD et en construisant le point 
m . w' de la droite qui vient se rabattre en M; il suffit pour 
cela de faire en sens inverse les constructions effectuées 
pour déterminer les points C et D. 

3** L'angle de la droite avec le plan horizontal est Tan- 
gle de DC avec la ligne de terre, puisque, dans le mouve- 
ment de rotation autour de &.&', ba vient coïncider avec 
cette ligne. 

On pourrait de même faire tourner autour de sa trace 
horizontale a. a' le plan qui projette verticalement la 
droite. 

GÉNÉRALISATION DES CONSTRUCTIONS PRÉCÉDENTES.. 

49. Il suffit qu'un plan soit parallèle à un plan de 
projection pour que ses éléments se projettent sur ce plan 
en vraie grandeur; donc, au lieu d'appliquer le plan 
vertical projetant de la droite sur le plan vertical de 
projection, on peut le faire tourner autour d'une ver- 
ticale quelconque de manière à le rendre parallèle à 
ce plan ; ses éléments se projetteront alors en vraie gran- 
deur. 
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Si l'on fait tourner la figure autour de la projetante 
Hd de l'espace (fig. 41), les projections d, d' du point D 
ne changent pas de position, la trace horizontale de du 
plan projetant devient dc^ parallèle à la ligne de terre ; 
la projection horizontale c de C vient se placer en c^ sur 
dc^ à la distance dci=dc de cl ; la projection verticale de 
ce point reste à la même distance de la ligne de terre ; 
cette projection verticale &^ est donc le point de rencontre 
de la parallèle à la ligne de terre menée par c' avec la per- 
pendiculaire à cette ligne menée par c^. 

Dans cette position : 1** la distance des points c.cf^d ,d' 
•est donnée par d'c\', 2"* un point distant de ce' de la lon- 
gueur/a sa projection verticalem\ sur c\ d'à une distance 
c\m\=il àecf^; à cette projection verticale m\ (rabat- 
tement) correspond la projection verticale m' (position 
réelle) située au point de rencontre de c'd' avec la pa- 
rallèle à la ligne de terre menée par m\ \ m^mf est le point 
cherché ; 3° l'angle de Ja droite avec le plan horizontal, 
le même que l'angle de cette droite avec une parallèle à 
sa projection horizontale, est projeté en vraie grandeur 
suivant d'c\c'. 

PROBLÈME. 

50. Mener 'par un point donné une droite qui fasse avec 
les plans de projection des angles donnés aet ^ (fig. 42) . 

Considérons d'abord le cas où le point donné a. a' est 
sur le plan vertical de projection; cherchons la trace 
horizontale de la droite demandée. 

Supposons le problème résolu et soit ab . a'b' la droite ; 
dans le triangle rectangle de l'espace qui a pour côtés 
de l'angle droit ab et aa\ on connaît a' a et Tangle aigu 
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opposé qui est égal à Tangle donné a. Construisons 
ce triangle sur le plan vertical de projection en menant 
par a! la droite d b^ qui fait avec la ligne de terre 
l'angle a ; le . point cherché b se trouvera sur Tare de 
cercle décrit du point a comme centre avec ab^ pour 
rayon. 

Dans le triangle rectangle de l'espace qui a pour côtés 
de Tangle droit bb' et b'a\ on connaît l'hypoténuse qui 
est la même que celle du triangle a'ab^ déjà construit et 
Fangle aigu opposé à bb' qui est égal à l'angle donné p. 
Pour construire ce triangle, menons a'd faisant aveca'è^ 
Tangle p, et abaissons la perpendiculaire b^ d sur cette 
droite ; l'arc décrit de o' comme centre avec a' d pour 
rayon rencontre la ligne de terre au point b' pied de la 
perpendiculaire t'è ; le point de rencontrée de cette per- 
pendiculaire fe&'avecla circonférence, premier lieu trouvé 
de ce point è, est la trace horizontale de la droite cher- 
chée. On en déduit facilement les projections abydb' de 

cette droite. 

*t ■ 
L'arc décrit de a! comme centre avec a'd pour rayon 

peut rencontrer la ligne de terre en deux points ; les 
perpendiculaires menées par ces points à la ligne de 
terre rencontrent chacune en deux points la circon- 
férence décrite de a comme centre avec ab^ pour rayon ; 
le problème admet donc généralement quatre solutions*. 

* IHscussion. — Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que 
l'arc décrit du point a' comme centre avec a'rf pour rayon rencontre la 
ligne de terre, c'est-à-dire que Ton ait 

or on a fl'rf==a'6, cos^, 

aa'=a'bi sin a. 
la condition précédente devient donc 

a' bi cos ^ > o' ^1 sin «, 
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Nous n'en avons indiqué que deux sur la figure. Les 
deux autres sont symétriques des premières par rapport 
au plan vertical de projection. 

Pour résoudre le même problème quand le point donné 
a une position quelconque, on mène d'abord une droite 
faisant les angles donnés avec les plans de projection par 
un point quelconque du plan vertical, puis on mène par le 
point donné une parallèle à la droite ainsi obtenue*. 

ou sin (90*» — ^) ^ sin «, 

ou 90» — ^^a, 

puisque les angles 90** — ^ et a sont nécessairement aigus, ou enfin 
a-f-^<90«. 

La somme des angles donnés doit donc être au plus égale à un angle 
droit pour que le problème soit possible. 

Dans le cas où l'on a a -f- ^=90, on a aussi a'f/ = aa', et la circonfé- 
rence de rayon a'rf touche la ligne de terre en a; il n'y a plus qu'une per- 
pendiculaire, et par suite que deux droites qui satisfont à la question; ces 
droites sont dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre. 

' On peut résoudre ce problème plus simplement de la manière sui- 
vante : 

Soient a,af [fig. 491) le point donné dans une position quelconque, « Tan- 
gle que la droite doit faire avec le plan horizontal et ^ celui qu'elle doit 
faire avec le plan vertical. La condition de faire avec le plan horizontal 
l'angle a exige que la droite demandée soit une génératrice d'un cône de 
révolution ayant pour sommet le point a. a', pour axe la verticale menée 
par a.c^ et dont les génératrices font avec l'axe le complément de «. Ce 
cône a pour contour apparent vertical les droites a'c', a*d', qui font avec xy 
l'angle a, et pour trace horizontale la circonférence cd. 

La condition de faire avec le plan vertical l'angle j3 exige que la droite 
demandée soit une génératrice d'un cône de révolution ayant pour somme 
le point a. a', pour axe la perpendiculaire menée de a. a' sur le plan ver- 
tical et dont les génératrices font avec l'axe le complément de ^. Ce cône 
a pour contour apparent horizontal les droites oc, af qui font avec xy l'an- 
gle p. 

II suffit donc de déterminer les génératrices communes à ces deux cônes. 
Une sphère auxiliaire décrite du point a m' comme centre, coupe le premier 
cône suivant deux parallèles dont l'un est projeté verticalement suivant la 
droite m'n'^ horizontalement en vraie grandeur suivant la circonférence 
mn ; elle coupe le second cône suivant deux parallèles dont l'un est projeté 
horizontalement suivant la droite pq; les points r et /, communs à mn 
et pq, sont les projections horizontales de deux points appartenant aux 
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PROBLÈME. 



51 . Observation sur le point de rencontre de deux droites 
données par leurs projections. 

Lorsque deux droites se coupent, leur point commun 
se projette horizontalement au point de rencontre de leurs 
projections horizontales, et verticalement au point de ren- 
contre de leurs projections verticales ; on reconnaîtra donc 
que deux droites données par leurs projections se cou- 
pent, quand les points de rencontre de leurs projections 
sur les deux plans seront situés sur une perpendiculaire 
à la ligne de terre. 

Quand les deux droites ont une projection commune, 
elles sont situées dans un plan projetant commun etpar 
suite se coupent ou sont parallèles ; sur le plan de pro- 
jection où les projections des deux droites sont différen- 
tes, le point commun aux deux droites a pour projection 
le point de rencontre de ces projections. 

Quand les projections de deux droites ab.a'b\ cd.c'd' 

génératrices d'intersection. On en déduit les projections verticales r', /' 
situées sur m'n'. Les droites que Ton obtient en joignant a. a' à ces points 
ry, l.l', satisfont à la question. 

Si l'on considère le prolongement de Tan des cônes considérés, il est 
facile devoir qu'on obtient deux nouvelles solutions ar^,aW, ai^^,a'l'» 

Pour que le problème soit possible, il faut que ^q rencontre la circon- 
férence mn, c'est-à-dire que la perpendiculaire ag menée de a sur /7g soit 
au plus égale à am; il faut donc que l'on ait : 
ag 5 am ou a* ni y 
ou, en appelant R le rayon de la sphère auxiliaire, 
R sin ^ ^ R cos a, 
d'où sin ^ 5 sin (90" — a) ; 
^, puisque ^ et ^ — a sont des angles aigus, 

ou a-+-i3^9(V». 

3 
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(flg. 45) coïncident sur les deux plans de projection, ce 
qui arrive quand ces droites sont dans un même plan 
perpendiculaire à la ligne de terre, on détermine leur 
point de rencontre en rabattant le plan qui les contient 
autour de sa trace ab sur le plan horizontal ; le point 
commun aux deux droites AB et CD rabattues est le rabat- 
tement du point cherché ; il est facile d*en déduire ses 
projections o et o'. 
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QUATRIÈME LEÇON 

PROBLÈMES REUTIFS AU PLAN 
PROBLÈMES INDÉTERMINÉS. 

52. Construire les traces d^un plan qui contienne une 
droite donnée ab.a'b' (fig. 44). 

On déterminera les traces a et V de cette droite (44) e t 
on les joindra à un point quelconque a de la ligne de 
terre; la plan PaP^ ainsi déterminé satisfait à la question, 
puisqu'il contient deux points a et b^ de la droite donnée. 

Si Ton ne demande pas que le plan soit déterminé par 
ses traces, il suffit de mener par un point de ab .a'6' une 
droite quelconque , cette droite et ab . a'b' déterminent un 
plan qui satisfait à la question. 

53. Construire les traces d'un plan qui contienne unpoint 
donné m . m' (fig. 44) . 

On mènera par le point m. m' une droite quelconque 
ab.a'b' et l'on construira un plan quelconque PaP^ con- 
tenant cette droite (52) ; ce plan contenant aft. a' 6' con- 
tient le point m. m' situé sur cette droite. 

Si le plan ne doit pas être déterminé par ses traces, on 
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mène par m. m' deux droites quelconques ; le plan de ces 
droites satisfait à la question. 

54. Construire les projections d'une droite située dans un 
plan, 

V Si le plan est déterminé par ses traces Pa, aP^ (fig. 44), 
on prendra un point quelconque a sur la trace horizontale, 
un point quelconque V sur la trace verticale, et Ton con- 
struira (43) les projections aft, a'b' de la droite qui a pour 
traces ces deux points. 

2*» Si le plan est donné par deux droites qui se cou- 
pent ah.a'V^ ac.a'c' (fig. 45), il suffit de joindre un point 
quelconque m,rn! de la première à un point quelconque 
n.n'de la seconde. 

3° Si le plan donné passe par la ligne de terre et un 
point, toute droite joignant ce point à un point quelconque 
delà ligne de terre est une droite du plan. 

55. Mener une horizontale d'un plan. 

1** Le plan donné (fig. 47) est figuré par deux droites 
qui se coupent ab.a'b\ ac.a'c' ; toute horizontale de ce 
plan a sa projection verticale rwV parallèle à xy; les 
points w! et n' de rencontre avec a'V et a'c' sont les pro- 
jections verticales des points où Thorizontale considérée 
rencontre les droites données; les projections horizon- 
tales de ces droites situées sur les projections horizontales 
des droites sont metn; mn est la projection horizontale 
cherchée. 

2** Le plan donné PaP^ (fig. 46) est figuré par ses traces. 
Une horizontale mv.m'v' quelconque du plan a sa projec- 
tion verticale m'v' parallèle à ict/, sa trace verticale v' sur 
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aP„ trace verticale du plan, et sa projection horizontale 
mv parallèle à la trace horizontale Va. 

5"* Si le plan donné passe par la ligne de terre ou est 
parallèle à celte ligne, on construit une droite quelconque 
du plan (54, l** et 5°), et par un point de cette droite on 
mène une parallèle à la ligne de terre. 

On construirait de même dans un plan une droite pa- 
rallèle au plan vertical de projection. 

56. On donne la projection horizontale d'une droite si- 
tuée dans un plan^ construire sa projection verticale. 

V Si le plan est donné par deux droites qui se cou- 
pent ab.a'b'y ac.a'c' (fig. 45), les points m et n où la pro- 
jection donnée ef coupe les projections horizontales ab et 
ac des deux droites sont les projections horizontales des 
points où la droite cherchée rencontre les deux droites 
qui déterminent le plan ; les projections verticales de ces 
points sont m', n'; m^n' est donc la projection verticale 
demandée. 

2° Si le plan est donné par ses traces Pa et aP^ (fig. 44), 
on considérera les deux traces comme deux droites du 
plan ayant chacune la ligne de terre pour une de ses pro- 
jections. Les points rt et 6 de rencontre de la projection 
donnée ab avec Pa etxy donnent les projections verticales 
correspondantes û' et 6' sur xy et aP^ ; a'b' est donc la 
projection verticale demandée. 

Si, au lieu de la projection horizontale, on donnait la 
projection verticale de la droite, on résoudrait le pro- 
blème de la même manière. 

S** Si le plan est parallèle à la ligne de terre ou passe 
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par cette ligne et uA point, on sait mener dans ce plan 
une droite quelconque (54, 1** et 5**) et par suite on con- 
naît les projections de son point de rencontre avec la 
droite considérée. On a donc facilement deux points de la 
projection horizontale cherchée. 

Si, au lieu de la projection horizontale, on donnait la 
projection verticale de la droite, on résoudrait le pro- 
blème de la même manière. 

PROBLÈftIE. 

57. On donne la projection horizontale d'un point situé 
dans un plan; déterminer sa projection verticale. 

Quel que soit le mode de représentation du plan, on 
mènera par la projection donnée une droite que Ton con* 
i»dérera comme la projection horizontale d*une droite 
du plan (56), on construira la projection verticale de cette 
droite ; la projection cherchée du point se trouvera sur 
celte projection verticale. 

Quand le plan est déterminé par ses traces (fig. 46), on 
se sert souvent de l'horizontale mv, v'd', qui passe par le 
point. 

Quand le plan passe par la ligne de terre et un point 
donné o,o' (fig. 48), on joint la projection horizontale 
donnée m à la projection horizontale o du point qui dé-^ 
termine le plan ; mo rencontre la ligne de terre en un 
point p qui appartient à la droite du plan projeté en om^. 
po' est la projection verticale de cette droite ; po' contient 
donc la projection verticale cherchée m'. 

Si, au lieu de la projection horizontale du point, on don- 
nait sa projection verticale, on résoudrait le problème de 
la môme manière. 
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APPLICATION. 



58. On donne les projections sabc, s'a'b'c' (fig. 49) 
d^une pyramide triangulaire; on demande de reconnaître si 
les projections horizontales des arêtes sa, sb, se, qui sont 
dans V intérieur de la projection de la pyramide^ doivent être 
représentées comme vues ou cachées. 

Ces arêtes sont vues ou cachées selon que le point s. s' 
qui leur est commun est situé au-dessus ou au-dessous de 
la face ahc.a'V c\ Pour le reconnaître cherchons la pro- 
jection verticale du point de cette face projetée en s (57) ; 
la projection verticale obtenue s" est plus rapprochée de 
la ligne de terre que s' projection verticale du sommet s . sf 
de la pyramide ; le sommet s. s' est donc vu en projection 
horizontale, et par suite il en est de même des trois arêtes 
qui passent par ce sommet. 

En raisonnant de la même manière pour le plan ver- 
tical, on reconnaît que les arêtes projetées on s'a\ s'h\ 

s'c' sont cachées. 

f 

PROBLÈME. 

59. Construire les traces d*un plan déterminé par deux 
droites ab.a'b', ac.a'c' qui se coupent (fig, 50). 

Les traces des deux droites sont nécessairement si- 
tuées sur les traces du plan; si donc on détermine les 
traces horizontales betc des deux droites et leurs traces 
verticales d' et e\ bc et d'e' sont les traces du plan 
cherché. Comme vérification, ces droites doivent couper 
la ligne de terre au même point a. 
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60. On construirait de la même manière les traces 
d'un plan déterminé par deux droites parallèles. 

61. Si les traces des deux droites sont situées hors 
des limites de l'épure, on peut avoir recours à d'autres 
droites du plan obtenues en joignant des points pris ar- 
bitrairement sur l'une des droites données à des points 
quelconques de l'autre. 

62. Quand l'une des deux droites données est paral- 
lèle à l'un des plans de projection, la trace sur ce plan 
du plan cherché étant parallèle à cette droite est parai 
lèle à sa projection sur le même plan. 

^ 63. Pour construii^e les traces d'un plan déterminé par 
trois points, on joint un des trois points donnés aux deux 
autres, et Ton est ramené encore à construire les traces 

, d'un plan déterminé par deux droites qui se coupent. 

64. On construirait de la même manière les traces 
d'un plan déterminé par un point et une droite. 

PROBLÈME. 

65. Mener par un point donné a.a' «n plan parallèle 
à deux droites données mn.m'n', pq.p'q' (tig, 50). 

Si par le point donné a. a' on mène des parallèles afc. 
a'b\ ac.a'c' aux droites données, le plan de ces deux 
parallèles sera le plan cherché. 

Ces deux parallèles déterminent le plan; si l'on veut 
en avoir les traces, on opérera comme dans le problème 
précédent. 
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PROBLÈME. 

66. Mener par une droite donnée un plan parallèle à 
une autre droite donnée. 

On mènera par un point de la première droite une 
parallèle à la seconde ; le plan de celte parallèle et de 
la première droite sera le plan demandé. 

PROBLÈME. 

67. Mener par un point un plan parallèle à un plan 
donné. 

Si le plan est donné par deux droites qui se coupent, 
le plan des deux droites menées par le point parallèle- 
ment aux deux droites données est le plan cherché. 

Si le plan est donné par ses deux traces Pa,aPj 
(fig. 51), on peut considérer Pa et aP^ comme deux droites 
du plan; mais dans ce cas on peut simplifier les con- 
structions en observant que les intersections de deux plans 
parallèles par un troisième étant parallèles^ les traces 
du plan cherché sont respectivement parallèles aux traces 
du plan donné ; il suffit donc de déterminer un point de 
l'une d'elles. Par le point donné m. m' on mènera une pa- 
rallèle mv.m'v' à la trace horizontale Pa; par la trace 
, verticale v' de cette droite on mènera Q^p parallèle à 
Pi a, et par le point de rencontre p avec la ligne de terre, 
Q3 parallèle à aP; le plan Q^Q^ est le plan demandé. 

68. Si le plan donné passe par la ligue de terre et un 
point donné o . o' (fig. 52), on trace une droite quelconque 
du plan donné en joignant le point o.o' à un point quel- 
conque a de la ligne de terre ; on mène par le point 
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donné m . m' une parallèle mb .m'b'k cette droite, les traces 
h et V de cette parallèle appartiennent aux traces du plan 
cherché ; il suffit donc de mener par ces points des paral- 
lèles hr, b'r^ à la ligne de terre. 

PROBLÈME. 

69. Déterminer V intersection de deux plans. 

Soient PaP^ et %Q^ (fig. 53) les deux plans donnés ; le 
point h de rencontre de leurs traces horizontales est un 
point commun aux deux plans et par suite la trace ho- 
rizontale de leur intersection. Le point de rencontre v' 
de leurs traces verticales est de même la trace verticale 
de cette intersection ; on a donc à construire les projec- 
tions vhj v'h! d'une droite dont on connaît les traces 

PROBLÈME. 

70. Déterminer le point commun à trois plans. 

Soient A, B, C les trois plans donnés. Cherchons l'in- 
tersection des plans A et B, puis celle des plans A et C ; 
ces deux intersections situées dans un même plan A se 
coupent généralement; leur point de rencontre est le 
point commun aux trois plans. 

Comme vérification, l'intersection des plans B et C doit 
passer par le même point. 

Pour qu'il y ait un point commun, il faut : 1* que le 
plan A coupe les plans B et C, c'est-à-dire ne soit paral- 
lèle à aucun d'eux ; T que les intersections des plans 
A et B, A et C ne soient pas parallèles. 
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CAS PARTICULIERS DE l' INTERSECTION DE DEOX PLANS. 

74. Marche générale à suivre. Quand les traces des 
deux plans se coupent en dehors des limites de Tèpure 
ou quand les deux points qui déterminent Tintersection 
se confondent en un seul, la solution générale n'est 
plus applicable. Dans ces cas on peut obtenir un point 
de l'intersection au moyen d'un plan auxiliaire choisi 
de manière qu'il soit facile de construire ses intersec^ 
tions avec les deux plans donnés ; le point de rencontre 
de ces deux intersections est te point commun aux trois 
plans et par suite un point de l'intersection cherchée. 

On peut souvent employer comme plans auxiliaires des 
plans quelconques, mais on emploie de préférence des 
plans parallèles aux plan§ de projection ou perpendicu- 
laires à la ligne de terre. Ces plans donnent générale-'' 
ment des constructions plus simples. 

Quelquefois, d'après les conditions que ranplissent 
les données, Tintersectien des deux plans doit satis- 
faire elle-même à certaine condition particulière ; on' se 
sert de cette condition pour construire "les projections 
de l'intersection. 

INTERSECTION DE DEUX PLANS DONT l'uN EST HORIZONTAL. 

72. La solution de ce problème revient à déterminer 
la projection horizontale vd (fig. 46) ou mn (fig. 47) d'une 
horiz(mtale d*un plan, quand on connaît sa projection 
verticale (55). 

On obtiendrait de même l'intersection de deux plans 
dont lun est parallèle au plan vertical de projection. 
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è 

IiNTERSECTION DE DEUX PLANS DONT l'uN EST PERPENDICULAIRE 
A LA LIGNE DE TERRE. 

73. 1** Si le plan est déterminé par ses traces, l'inter- 
section (fig. 55) est déterminée par ses deux traces h, et v\ 
qui sont les points de rencontre des traces des deux 
plans. — Cette intersection a été rabattue suivant hv^ sur 
le plan horizontal de projection. 

S"" Si le plan est déterminé par deux droites qui se 
coupent, les points où ces droites percent le plan de 
profil sont deux points de l'intersection. 

3°. S'il passe par la ligne de terre et un point donné, 
l'intersection est déterminée par son point de rencontre 
avec la ligne de terre et celui où il rencontre la pa- 
rallèle à cette ligne menée par le point donné. 

INTERSECTION DE DEUX PLANS PARALLÈLES A LA LIGNE 
DE TEDRE. 

74. L'intersection est parallèle à la ligne de terre; 
car si par un point de cette intersection on mène une 
parallèle à la ligne de terre, cette parallèle est contenue 
dans chacun des deux plans et par suite coïncide avec 
leur intersection. 

Soient PP^ et RR^ les deux plans donnés (fig. 56); un 
plan quelconque SaSj coupe PP^ suivant a\).o!h\ RR^ sui- 
vant ci . d cV ; le point e , ef commune ces deux intersections 
est un point de l'intersection cherchée ; il suffit donc de 
mener par ce point une parallèle eo.e'o' à la ligne de 
terre. 
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75. Au lieu d*un plan auxiliaire quelconque, on peut 
employer un plan de profil TT^ (fig. 56) ; ce plan coupe 
PPj suivant une droite ayant pour traces g et p et ra- 
battue en gf^ sur le plan horizontal de projeclion ; il 
coupe RRj suivant une droite ayant pour traces / et // et 
rabattue horizontalement en Ik^; le point commun kgf^ 
et Ik^ est le rabattement d'un point de l'intersection cher- 
chée. Si l'on remet le plan auxiliaire dans sa vraie posi- 
tion, le point se projette horizontaleràenl en o, pied 
de la perpendiculaire menée de o sur la charnière, et 
verticalement en o' à une distance de la ligne de terre 
égale à Oo ; la parallèle oe . oV, menée par o . o' à la ligne 
de terre, est l'intersection cherchée. 



OBSERVATION SUR DEUX PLANS DONT LES TRACES SONT 
RESPECTIVEMENT PARALLÈLES. 

76* Quand les traces respectivement parallèles de deux 
plans rencontrent la ligne de terre, les deux plans sont 
parallèles, puisque deux angles dont les côtés sont pa- 
rallèles ont leurs plans parallèles ; mais on ne peut plus 
tirer cette conclusion lorsque les traces sont parallèles 
à la ligne de terre. Nous allons examiner à quelle con- 
dition elles doivent satisfaire dans ce cas pour que les 
plans soient parallèle^ 

n suffit, d'après le principe cité plus haut, que les 
sections faites dans les deux plans par un plan quel- 
conque non parallèle à la ligne de terre soient paral- 
lèles. Si Ton considère un plan de profil TT^ (fig. 57), les 
sections faites par ce plan dans les deux plans donnés 
sont deux parallèles rabattues suivant d^beie^c; dans 
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les triangles semblables ace^j abd^, on a la proportion : 
^ ab ûc 



OU 



ab ac 
ad "^ ae 



Donc, pour que les plans soient parallèles, le rapport 
des distances des traces de Tun des plans à la ligne de 
terre doit être égal au rapport analogue pour les traces 
de Tautre plan, en supposant les traces de même nom si- 
tuées d'un même côté par rapport à la ligne de terre. 

Pour reconnaître graphiquement si celte condition est 
remplie, il suffît de mener par un point quelconque a de 
la ligne de terre deux droites quelconques am, an et de 
joindre les points p et q^ r et s où elles rencontrent les 
traces d'un même plan; les droites pçr rs ainsi obtenues 

doivent être parallèles, car les rapports—,—» respeclive- 
ment égaux à —, — , sont égaux entré eux. 

CLC dô 

INTERSECTION DE DEUX TLÂNS QUI COUPENT LÀ LIGNE 
DE TERRE AU MÊME POINT. 

77. Soient PaPj et QaQ^ les deux plans donnés (fig. 58) ; 
le point a où la ligne de terre est coupée par les deux plans 
est un point de l'intersection ; pour en obtenir un second, 
coupons les deux plans par un plan quelconque SpS^; le 
point m. m' commun aux deux intersections appartient à 
rinterseclion cherchée. 
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INTERSECTION DE DEUX PIJINS DONT LES TRACES SUR UN DES PLANS 

DE PROJECTION SE COUPENT EN DEHORS DES LIMITES DE l'ÉPURE. 

* 

78. Soient PoP, et QPQ^ (fig. 59) les plans donnés dont 
les traces verticales aP^, PQ^ se coupent en dehors des li- 
mites de répure ; le point h où se coupent les traces hori- 
zontales des deux plans est la trace horizontale de Tinter- 
section. Pour obtenir un second point de cette intersection, 
coupons les deux plans donnés par un plan horizontal 
auxiliaire m'n' ; le plan PaP^ sera coupé suivant Thorizon- 
taleiwjp.m'n', le plan QpOi» suivant l'horizontale nq.m'nf; 
le point . o' commun à ces deux droites est un point de 
rintersection cherchée ho.Wo'. 

intersection de deux plans dont les traces sur les deux 
plans de projection se coupent en dehors des limites de 
l'épure. 

79. Soient PaP, etQpQ^ les deux plans donnés (fig. 60) ; 
un plan auxiliaire horizontal m'n' et un autre plan pq pa- 
rallèle au plan vertical donnent généralement deux points 
o.o\r y de l'intersection. 

Dans la pratique il convient de prendre les deux plans 
auxiliaires aussi éloignés que possible des deux plans de 
projection, afin d'avoir deux points de Tintersection aussi 
éloignés l'un de l'autre que le permettent les données. 

80. Il peut se faire que, quelles que soient les posi- 
tions des plans auxiliaires, on n'obtienne par ce procédé 
aucun point dans les limites de Tépure. Dans ce cas on a 
recours à un plan auxiliaire R^Ri (fig. 61) 'parallèle à 
Tun des plans donnés PaP^ et assez rapproché de OpO^ 
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pour que les traces se coupent en c et d' dans les limites 
de l'épure; l'intersection cd.c'd'de ce plan et de QS^Qf^ 
est parallèle à l'intersection cherchée ; il suffit donc de 
trouver un point de chacune des projections de cette der- 
nière intersection. 



^0 



Supposons le problème résolu et soit yP =-4- • La figure 

auxiliaire d'^c^ et la figure que l'on formerait en prolon- 
geant les traces des plans donnés sont semblables, les 
éléments homologues sont donc proportionnels. Soit a! le 
point homologue à c' on a û'P=3c'P et de même fc3=3dp. 

INTERSECTION DE DEUX PLANS DONT LES TRACES SUR l'uN 
DES PLANS DE PROJECTION SONT PARALLÈLES. 

81. Soient PaP, el QpQ, (fig. 62) les plans donnés dont 
les traces horizontales Pa et Qp sont parallèles. L'intersec- 
tion des deux plans est parallèle à ces traces ; car si par un 
point quelconque de l'intersection on mène une parallèle 
à Pa et par suite à QP, cette parallèle sera située dans cha- 
cun des deux plans ; elle coïncidera donc avec leur inter- 
section. On connaît d'ailleurs la trace verticale v' de cette 
intersection, il suffit donc de mener par le point v.v' une 
parallèle va.vV à Thorizontale Pa. 

INTERSECTION DE DEUX PLANS DONT l'uN PASSE PAR LA 
LIGNE DE TERRE ET UN POINT DONNÉ. 

82. Soient PoP^ le plan quelconque (fig. 63) et o .o' le 
point qui, avec la ligne de terre, détermine le second plan. 
Le point a où PaP^ coupe la ligne de terre est un point 
de l'intersection ; pour en obtenir un second, menons un 
plan horizontal par o.o'; ce plan coupe le plan qui passe 
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par la ligne de terre suivant ào.o'd parallèle à cette 
ligne; le plan PaP^ suivant rhorîzonfale md,m'c'; le 
point g.g\ commun à ces deux intersections, est un point 
de l'intersection cherchée; il suffit donc de joindre 

INTERSECTION d'UN PLAN HORIZONTAL ET d'uN PLAN 
PARALLÈLE A LA LIGNE DE TERRE. 

83. Soient PP^ et m'n' les deux plans donnés (fig. 64) ; 
Pinterseclion cherchée est parallèle à la ligne de terre et 
a pour projection verticale mfn\ Si Ton prend un point a' 
quelconque sur cette projection verticale, on obtient fa- 
cilement la projection horizontale a correspondante au 
moyen d'une droite bch'c' tracée dans le plan PP^ et qui 
passe par ce point ; an parallèle à la ligne de terre est la 
projection horizontale* de l'intersection cherchée. 

Cette solution s'applique également au cas où le plan 
PP^ passerait par la ligne de terre et à celui où le plan 
horizontal serait remplacé par le plan, vertical de projec- 
tion. 

INTERSECTION DE DEUX PLANS DONT LES TRACES, APRÈS 
LE RABATTEMENT, SONT EN LIGîNE DROITE. 

84. Soient PaP, et QgQ, les plans donnés (fig. 65) ; le 
point m, où se coupent leurs traces, est à la fois la trace 
horizontale et la trace verticale de l'intersection ; si l'on 
suppose le plan vertical ramené dans sa position réelle, on 
voit que la droite qui joint ces deux traces est dans un 
plan perpendiculaire à la ligne de terre et qu'elle fait 
des angles de 45"* avec les plans de projection dans Tan- 
gle 2 ou l'angle 4. Sur la figure cette intersection a été 

4 
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rabattue suivant mm^ sur le plan horizontal de projec- 
tion. 

Dans le cas où le point commun aux traces est situé 
sur la ligne de terre, on n'a plus qu'un point de Tinter- 
section, mais ce point suffit pour la déterminer, car sa 
direction est parallèle à celle de l'intersection de l'un 
des plans donnés et d'un plan quelconque parallèle à 
l'autre. 
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APPLICATIONS 



85, Déterminer la section faite dans une pyramide S ABC. 
S'A'BX' par unplanVaV, (fig. 66). 

Cherchons la section faite par le plan FaP^ dans la 
face SAC. S' A' C; si Ion conçoit cette face prolongée, sa 
trace horizontale AC coupera la trace horizontale Pot du 
plan sécant en un point h qui est la trace horizontale de 
rintersection des deux plans; on obtient un second point 
de cette intersection au moyen d'un plan auxiliaire hori- 
zontal m^n^; ce plan coupé la face de la pyramide suivant 
ac.m'n' parallèle à AC, le plan PaP^ suivant cd.m'n' pa^- 
rallèle à Pa; le point ce', commun à ces deux intersec* 
tiens, est un point de Tintersection cherchée ch . c'h' des 
deux plans; la partie utile de cette intersection est la 
droite finie 1 2, 1' 2', limitée aux arêtes SA. S' A', SC .S' C 
de la face SAC. 

Le point 2 . 2', situé sur Tarète SA . S' A% appartient à la 
face SBA.S'B'A' et au plan PoP^ : il est donc un point de 
rintersection de ces deux plans; le point le, où se cou- 
pent les traces horizontales Pa et BA de ces plans , est 
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un second point de cette intersection qui est ainsi déter- 
minée. La partie utile de cette intersection est la droite 
finie 2 5, 2' 5', située sur la face SAB .S'A'B'. 

L'intersection de la face SBC.S'B'C et du plan PoP^ est 
déterminée par les deux points 1.1', 5.3', situés sur les 
arêtes SB. S'B',SC.S'C'. 

On peut résoudre ce problème d'une manière diffé- 
renle, que nous indiquerons plus loin (137), au moyen 
d'un plan vertical auxiliaire de projection perpendiculaire 
au plan sécant; mais la marche que nous avons suivie a 
l'avantage de conduire à une solution simple du problème 
de rintersection de deux polyèdres. 

problème/ V 

86. Intersection de deux polyèdres quelconques. 

Soient P et Q les deux polyèdres donnés. Cherchons 
d'abord une face a de P et une face 1 de Q qui donnent 
une partie utile de l'intersection des deux solides. Il suffit 
pour cela de mener un plan horizontal convenablement 
choisi et de construire les projections horizontales des 
deux polygones d'intersection (55) ; tout point de ren- 
contre d'un côlé du premier polygone avec un côté de 
Pautre est un point de l'intersection cherchée, et les deux 
faces sur lesquelles il se trouve peuvent être prises pour 
les faces considérées a et 1 *. 

L'intersection de ces deux faces sera déterminée par 
le point déjà trouvé et un point donné par un second plan 
horizontal auxiliaire (si les traces horizontales des deux 

* Si un premier essai ne donne pas de polygones qui se coupent, on 
verra de quel côté il faut transporter le plan horizontal sécant pour satis- 
faire à cette condition, et l'on recommencera la môme construction pour 
ce second plan. 
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faces sont figurées sur Tépure, on pourra se servir de leur 
point de rencontre) . On conserve de cette intersection 
la partie qui se trouve à la fois dans les limiles des faces 
a et 1 des deux polyèdres. Soient MN cette partie utile et N 
un point de cette intersection situé sur une arête de la 
face 1 du polyèdre Q par exemple. Ce point N appartient 
aussi à la face suivante de Q, que nous appellerons la face 
2, et, comme il appartient aussi à la face a, il est un 
point de l'intersection de a et 2. On pourra obtenir un 
second point de cette nouvelle intersection, comme on Ta 
fait pour les faces a et 1 . Cette seconde partie de Tinter- 
section sera donc encore déterminée. On conservera de 
celte intersection la partie utile comprise entre le point 
N et le premier point, où elle rencontre une autre arête 
appartenant à l'un ou à l'autre des deux polyèdres. On 
pourra continuer de la même manière, et Ton obtiendra 
ainsi sans tâtonnement tous les éléments successifs de 
rinlersection jusqu'à ce qu'on soit revenu à la seconde 
extrémité M du premier élément MN. 

Remarque. Cette méthode générale est la seule qu'> 
convienne d'employer lorsqu'on a à déterminer Tinier- 
seclion de deux polyèdres quelconques, parce qu'elle 
donne sans tâtonnement tous les éléments successifs du 
résultat; mais dans le plus ^and nombre des cas, à 
cause des dispositions particulières des données, on re- 
connaît à priori des sommets ou des côtés de Tintersec- 
tion ; il est clair qu'il convient alors d'utiliser ces éléments 
pour achever les constructions. 

Si les deux polyèdres ont un plan de symétrie com- 
mun, une moitié du résultat fera connaître l'autre moi- 
tié. 
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87. L'un des deux polyèdres proposés peut traverser 
Faulrc de part en part, ou bien ne faire sur lui qu'une 
mtmlle ; on dit dans les premiers cas qu'il y a pénétra- 
tion, dans le second qu'il y a arrachement. Dans le cas de 
h pénétration, l'intersection peut se composer de plu- 
sieurs lignes polygonales; après en avoir obtenu une 
première, il y aura donc lieu de chercher encore la 
partie de l'intersection située sur les faces non encore 
considérées. 

88, Nous allons appliquer la méthode générale indi- 
f uéeà la ronstruction de 

l'intersection d'un prisme et d'une 
pyramide. 

Nous chercherons d'abord la projection horizontale de 
Fînterseclion, et, pour simplifier le langage, nous dési- 
gnerons les figures de l'espace par les lettres de leurs 
projections horizontales. 

Soient SABC et mnpm^ n^ p^ la pyramide et le prisme 
proposés (fig. 67). Les faces SAC elmpm^p^ se coupent 
suivant /jf. Cette intersection est déterminée par le point 
ff, où se coupent les traces horizontales des deux faces, et 
«n point f donné par les intersections df, ef des deux 
plans considérés avec un plan horizontal auxiliaire d' é\ 
La partie utile de cette intersection est 1 2, limitée aux 
deux arêtes SA, SC de SAC. Au point 2, situé sur l'arête 
se, Vinterseqlion passe sur la face SCB de la pyramide en 
restant sur la face mpm^p^ du prisme; l'intersection 2fe 
de SCB et mpm^p^ est donnée par le point 2, qui leur est 
commun, et le point h où se coupent leurs traces horizon- 
laies. La partie utile de cette intersection est 2 3, limitée 
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en 3 à l'arête pp^ du prisme. Au point 3, l'intersection 
passe de la face mpm^p^ du prisme sur la face pnp^ n^ en 
restant sur la face SCB de la pyramide ; l'intersection 3 k 
de pnp^ n^ et SCB est donnée par le point 3, qui leur est 
commun, et le point k où se coupent leurs traces horizon- 
tales; ]a partie utile de cette intersection est 3 4, limitéeà 
l'arête nUi du prisme. A partir du point 4 on ne peut plus 
appliquer la même construction, parce que le point de 
rencontre des traces BC avec mn est en dehors des limites 
de l'épure; mais si Ton reprend les constructions à 
partir du point 1, et en sens inverse, on déterminera faci- 
lement, ainsi qu'il a été expliqué plus haut, les som- 
mets 8, 7, 6, 5; il n'y aura plus qu'à joindre les sommets 
4 et 5. 

89. Remarque. Quand deux traces horizontales se cou- 
pent en dehors des limites de Fépure, pour déterminer 
un second point de l'intersection à laquelle on est arrivé, 
on peut, comme nous l'avons dit, avoir recours à un 
plan horizontal auxiliaire, ou bien chercher, comme 
nous l'indiquerons plus loin, le point de rencontre d'une 
«rêle de l'un des solides avec une face de l'autre*. 

Les projections verticales des sommets s'obtiennent au 
moyen de perpendiculaii^s à la ligne de terre menées 
par les projections horizontales jusqu'aux points de ren- 

^ Pour éviter l'emploi d'un plan horizontal auxiliaire, on peut avoir re- 
tours à la construction graphique suivante : 

Soient deux droites concourantes AB, CD (fig. 139) et un point M par 
lequel on se propose de mener une droite passant par le point ée concours 
de AB et CD. On mènera par M deux droites quelconques ME, MF, qui 
rencontrent AB en E, CD en F; on joindra EF; on mènera une parallèle 
quelconque E^F, à EF, et, par les points Ei,Fj de rencontre avec AB et 
CD, des parallèles Ei Mf et Fi Mj à £M, et FM, le point Mi de rencontre de ces 
droites appartient à la droite demandée. 
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contre avec les projections verticales corresponiJantes des 
arêtes. 

Afin de faciliter la lecture du résultat, nous avons re- 
présenté la pyramide avec Tarrachement fait par le 
prisme, ce dernier solide étant supposé enlevé ; les par- 
ties coupées qui sont vues ont été indiquées par des ha- 
chures. 



Digitized by VjOOQ IC 



SIXIÈME LEÇON 



PROBLÈME. 

90. Déterminer le point de rencontre d'une droite et 
d'un plan. 

Solution générale. Si parla droite donnée on mène un 
plan quelconque, la droite située dans ce plan ne peut 
percer le plan donné qu'en un point de l'intersection de 
ces deux plans; le point commun à cette intersection et à 
la droite donnée est donc le point cherché. 

Pour simplifier les constructions, on prend générale- 
ment comme plan auxiliaire un plan projetant de la droite. 

CAS ou LE PLAN EST DONNÉ PAR SES TRACES. 

91. Soient ah.a'V la droite et PaP^ le plan donnés 
(fig. 68). Le plan vertical projetant de la droite coupe le 
plan PaP^ suivant une droite projetée verticalement en 
d'c'\ le point o' de rencontre de d'c' avec a'ft' est donc la 
projection verticale du point cherché ; on en déduit la pro- 
jection horizontale o. 
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CAS OU LE PLAN EST DONNÉ PAR DEUX DROITES QUI 
SE COUPENT. 

92. Soient ab. a' b'idi droite donnée (fig. 69) etcd.c'd', 
ce.c'e'les deux droites qui déterminent le plan ; le plan 
vertical de afc.û't'couçe les droites cd.cfd\ce.c'e'2iux 
points projetés horizontalement en met n, verticalement 
enw'etn'; m'n' est donc la projection verticale de l'in- 
tersection du plan des deux droites etdu plan vertical pro- 
jetant de ab.a'b'; le point o' de rencontre de m'n' et de 
a'V est par suite la projection verticale du point cherché; 
on en déduit la.projection horizontale o. 

93. Quand le plan est déterminé par trois points ou 
une droite et un point, on obtient facilement deux droites 
de ce plan, et l'on est ramené au cas précédent. 

APPLICATIONS. 

94. 1*" Déterminer les points de rencontre d^une droite 
ab . a' b' avec unepyramide smnpq . s'm'n'p'q' (fig. 70) . 

Le plan vertical projetant de ab . a'b' coupe la pyra- 
mîde suivant le polygone .projeté horizontalement sui- 
vant a^Y^, verticalement suivant a'P'^'^' î l^s points o' 
et c', communs à a'P'^'^' ^* ^'^S sont les projections ver- 
ticales des points cherchés ; on en déduit les projections 
horizontales oete. 

On a représenté en ponctué sur la projection hori- 
rizontale la partie oc de la droite qui est dans l'intérieur 
de la pyramide; sur la projection verticale o'c' est 
ponctué pour la même raison; c'r' est caché par la pyra- 
mide. 
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95. 2® Intersection de deux plans déterminés par deux 
droites qui se coupent. 

Soient ab.a'b\ ac.a'c' (ûg. 71) les droites qui détermi- 
nent le premier plan, od.o'd'y od . o' e' celles qui détermi- 
nent le second; la droite od.o'd' perce le plan des deux 
premières droites en r,f (92); la droite oe.o'^'leperceen 
g.g'\rg. r'g' est Tinterseclion cherchée. 

96. 3® Observations sur les questions d* ombre. 

1^ Soient F un point lumineux (fig. 72) et A un point 
matériel. Si Ton joint ces points, la lumière du point F 
sera interceptée par le point A pour tous les points 
placés sur le prolongement de cette droite FA ; si donc 
on veut trouver le point d un plan MN auquel le point A 
intercepte la lumière du point F, il suffît de chercher 
le point B où FA perce ce plan. Ce point B est dit le 
point d'ombre portée de A sur le plan MN. 

2° Si, au lieu d'un point A, on considère une droite 
matérielle AC (fig. 73), la lumière du point F sera inter- 
ceptée par AC pour tous les points de l'espace situés sur 
la partie du plan FAC qui est au delà de AC par rapport 
à F et limitée aux rayons extrêmes FA et FG ; la droite 
finie BD, intersection de FAC et de MN, est donc VombH 
portée de AC sur le plan MN. 

5"* Si, au lieu d'une droite AC, on considère une 
surface limitée au polygone AFCG (fig, 74), on verra de 
même que la lumière du point F est interceptée par 
le polygone AECG pour tous les points de l'espace situés 
au delà du polygone par rapport au point F dans l'in- 
térieur de l'angle polyèdre FAECG ; si donc on veut dé- 
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terminer Vombre portée par AECGsurun plan MN, il suffit 
de déterminer'le polygone aecg d'intersection de MN et 
de la surface de Tangle polyèdre. 

4° Enfin si, au lieu d'un polygone, on considère un 
polyèdre quelconque, on concevra un angle polyèdre 
ayant pour sommet le point F et pour faces latérales des 
plans passant par des arêtes du polyèdre et laissant tou- 
jours le polyèdre entier d*un même côté ; il est clair que 
les rayons lumineux du point F seront interceptés par le 
polyèdre'pour tous les points de Tespace situés dans l'in- 
térieur de l'angle polyèdre au delà du solide par rap- 
port au point lumineux. U ombre portée par le solide sur 
un plan quelconque sera donc donnée par l'intersection 
de ce plan avec la surface de l'angle polyèdre circonscrit 
au solide. 

Pour simplifier le langage, on donne souvent le nom 
de pyramide circonscrite à la surface de cet angle polyèdre 
circonscrit. 

5° Si, au lieu de chercher l'ombre portée par un 
polyèdre A sur un plan, on cherche l'ombre portée 
par ce polyèdre sur un autre polyèdre B, il est clair que 
la question revient à déterminer Fintersection de ce po- 
lyèdre B avec la pyramide circonscrite au polyèdre A. 

6° Dans le cas où le point lumineux est à l'infini, 
les rayons deviennent parallèles et la pyramide circon- 
scrite devient un prisme. Dans ce cas, l'ombre est dite 
ombre au soleil; dans l'autre cas, on l'appelle ombre au 
flambûûu. 

97. 7*" Application de la solution du problème de V inter- 
section d'une droite et d'un plan à la détermination de Vin- 
tersection de deux polyèdres. 
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Il est clair que chaque sommet de la ligne polygonale 
d'intersection est un point où une arêle de l'un des soli- 
des rencontre une face de Fautre. La détermination de 
tous les sommets revient donc à une recherche de points 
de rencontre de droites et de plans. Cette méthode, très- 
simple en théorie, est beaucoup plus compliquée que celle 
qui a été donnée précédemment (86) quand on passe à la 
pratique ; car rien n'indique à priori quelles sont les 
arêtes et les faces qui donnent des sommets utiles de 
l'intersection, et, ces sommets supposés obtenus; on 
voit difficilement dans quel ordre il faut les joindre; nous 
allons cependant donner un exemple dans lequel celte 
méthode conduit simplement au résultat. Dans cet 
exemple, Tordre des constructions indique quels sont les 
sommets successifs deTintersection. 

Soient sabc, s'a'Vc' (fig. 75) les projections d'une pyra- 
mide etwnr|ji.vp, m'n'r'^^'ç! celles d'un prisme triangulaire 
donnés. Nous remarquerons que toutes les arêtes de la 
pyramide passent par un point fixe 5.5' et que toutes les 
arêtes du prisme sont parallèles à une direction déter- 
minée m[jL.mV. Alors pour déterminer les points de ren- 
contre de ces arêtes avec les différentes faces, au lieu 
d'employer comme plans auxiliaires des plans projetants 
de ces arêtes^, nous prendrons des plans passant par le 
sommet de la pyramide et parallèles aux arêtes du prisme ; 
de celte manière, ces plans coHliendront tous la parallèle 
8(5. s' q' menée par s. s' àiW[x.mV> et leurs traces horizon- 
tales passeront toutes par un point fixe œ, trace horizon- 
tale de celle parallèle. Chaque plan auxiliaire mené par 
une arête quelconque a sa trace horizontale, qui contient 
d'ailleurs la trace horizontale de cette arêle. On joindra 
donc le point a successivement aux traces de toutes les 
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arêtes à mesure qu'elles se rencontrent dans un sens déter- 
miné en partant d'un sommet extrême; on a ainsi les tra- 
ces ab, (jp, a[x, afl, orv, cc. (sb ne rencontre pas la base du 
prisme, le plan correspondant à sb.s'b' ne rencontre 
pas la surface latérale du prisme; il n'y a pas de point de 
rencontre situé sur celte arête. On voit de même qu'il n'y 
en a pas de situé sur l'arête sc.sV. On remarquera au 
contraire que la trace ap, dix, ovde chaque plan mené par 
une arête du prisme rencontre en deux points la base de 
la pyramide, et par suite chaque arête du prisme rencon- 
tre en deux points la surface latérale de la pyramide. 
L'intersection présente donc une pénétration de la pyra- 
mide par le prisme. Tous les points d'entrée sont situés 
. sur la face sbc . s'Vc' et forment un triangle ; les points de 
sortie sont situés sur les deux autres faces, et, comme 
l'arête sfl. s' a' rencontre le prisme en deux points, on ob- 
tient cinq sommets pour la ligne polygonale de sortie. 
En appliquant les constructions générales, pr.p'r' coupe 
sba.s'h'a' en a. a'; m]h.m'^ coupe cette même face en 
p.p'; la face mr\kÇi.m!r'^'ç! du prisme coupe donc la face 
sab.s'a'VAQ la pyramide suivant ap.a'p'. L'arête sa. s' a' 
de la pyramide coupe en S. S' la face m\myf.m'\}InW du 
prisme, et, par suite, la face sflfe.s'a'6' de la pyramide 
coupe cette face suivant aS.a'S'. La même arête sa. s'a! de 
la pyramide coupe en r.r' la face rwpv.r'n'p'v' du prisme, 
et la face «aft./a'ft' coupe celte face suivant ct&.cf!ç!. Enfin 
l'arête m.n'v du prisme perce en y. y' la face sac. s'a' c' 
de la pyramide, et les deux faces du prisme menées par 
nv.n'v' coupent sac.s'a'c' suivant Sy-S'y ^^ ^y-sY- L'in- 
tersection cherchée est donc agSYe.a'P'S'Y'e'* 
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PROBLÈME. 

98. 8° Mener par un point A une droite qui s* appuie sur 
deux droites données B etC (fig. 76). 

Si Ton fait passer un plan par le point A et la droite 
B, puis un second plan par le point A et la droite C, 
l'intersection EAD de ces deux plans est la droite cher- 
chée, car elle est située dans un môme plan avec chacune 
des droites B et C, et elle passe par le point A. 

Pour que le problème soit possible, il faut que la droite 
d'intersection ne soit parallèle à aucune des droites A 
et C. 

Dans la pratique, on joint le point A à un point quel- 
conque M de Tune des deux droites, B par exemple; on 
cherche le point D où le plan de ces deux droites est 
rencontré par la seconde droite donnée C ; DA est la droite 
demandée, car elle est située dans un même plan avec B, 
elle rencontre C et passe par A. 

Pour que le problème soit possible, il faut que C ne 
soit pas parallèle au plan déterminé par A et B, et que 
dans ce plan la droite menée par A et le point D de ren- 
contre ne soit pas parallèle à B. 

Exécution. Soient a, a' (fig. 76) les projections du point, 
B, B' et C, C celles des droites données ; joignons a ra' à un 
point quelconque m. m' de B.B'; les droites ma, m' a' et 
B.B' déterminent un plan que C.C rencontre au point 
d.d' (32); la droite dae.d'a'e' satisfait à la question. 

PROBLÈME. 

99. 9** Mener une droite parallèle à une droite donnée A 
et qui s'appuie sur deux droites données B e^ C (fig. 77). 
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Si par la droite B on mène un plan parallèle à A, puis 
par la droite C un plan parallèle à A, l'intersection de ces 
deux plans est la droite demandée, car elle est parallèle 
à A et elle est située dans un même plan avec chacune 
des droites B et C. 

Pour que le problème soit possible, il faut que les deux 
plans parallèles à A ne soient pas parallèles entre eux. 

Dans la pratique, on mène une parallèle à la droite A 
par un point quelconque M de Tune des droites données, 
B par exemple. On cherche le point D où le plan de ces 
deux droites est rencontré par C ; la parallèle DE menée 
par D à A est la droite demandée, car elle est située 
dans un même plan avec B et elle rencontre C. 

Pour que le problème soit possible, il faut que C ne 
soit pas parallèle au plan mené par B parallèlement à A 
et que A ne soit parallèle à aucune des deux droites 
données. 

Exécution. Soit A. A' (fig. 77) la droite à laquelle il faut 
mener une parallèle s'appuyant sur B.B' et C.C; par 
un point quelconque m. m' de B.B' menons une parallèle 
win . m' n' à A . A' ; le plan déterminé par mn . m' n' et B . B' 
est rencontré par C.C en un point d.d'; la parallèle 
de.d'e' menée par ce point à la droite A .A' satisfait à la 
question. 
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SEPTIÈME LEÇON 

DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES 
THÉORÈME. 

100. Si une droite AB (fig. 78) est perpendiculaire à 
un plan MCD, la projection BE de la droite et la trace 
CD du plan sur un plan quelconque de protection VQ sont 
perpendiculaires entre elles. 

En effet, le plan projetant ABE de la droite, étant mené 
suivant AB perpendiculaire au plan MCD, est perpendi- 
culaire à ce plan, il est aussi perpendiculaire au plan PQ ; 
il est donc perpendiculaire à leur intersection CD ; donc 
CD est perpendiculaire à ce plan projetant et par suite à 
BE, qui passe par son pied E dans ce plan. 

RÉCIPROQUE. 

101. Si les projections ab, a'b' (fig. 79) d'une droite 
sont respectivement perpendiculaires aux traces Pa, Pa^ dhin 
plan PaPj sur deux plans de projection ^ la droite et le plan 
sont perpendiculaires entre eux. 

En effet, Pa est perpendiculaire au plan vertical pro- 
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jetant de la* droite ; PaP^ mené suivant Pa est donc per- 
pendiculaire à ce plan projetant; on verrait de même 
que PaPj est perpendiculaire au plan qui projette la 
droite sur le plan vertical. Étant perpendiculaire aux 
deux plans projetants de la droite, il est perpendicu- ' 
laire à leur intersection, c'est-à-dire à la droite elle- 
même. 

THÉORÈME. 

102. Si un angle droit BAC (fig. 80) a Vun de ses côtés 
AB parallèle à un plan MN, il se projette sur ce plan en vraie 
grandeur. 

En efTet, toutes les perpendiculaires à AB menées par 
le sommet A sont dans un même plan perpendiculaire à 
AB et par suite au plan MN ; elles se projettent donc sur 
MN suivant la trace du plan, trace qui est perpendiculaire 
à la projection ab de AB (100). 

THÉORÈME. 

103. Pour qu'un angle droit se projette en vtaie gran- 
deur sur un plan^ il faut quun au moins de ses côtés soit 
parallèle au plan. 

Soit BAC un angle droit (flg. 80) projeté en vraie gran- 
deur suivant bac sur un plan MN ; si AC n'est pas paral- 
lèle à MN, il faut que AB le soit. En effet, la droite AB per- 
pendiculaire à AG est située dans le plan perpendiculaire 
à AC mené par le point A; ce plan a sa trace sur MN per- 
pendiculaire à ac et par suite à ab^ projection de AB ; 
AB est donc Tintersection de deux plans menés suivant 
deux droites parallèles situées dans le plan MN; elle est 
donc parallèle à ce plan. 
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PROBLÈME. 

104. Trouver la distance d*un point o . o' (fig. 81) à un 
plan P a Pj déterminé par ses traces . 

Première solution. On abaisse du point o.oMa perpen- 
diculaire oa..o'a' sur le plan, on détermine le point h.V 
de rencontre de cette perpendiculaire et du plan, et Ton 
cherche la vraie grandeur o'B de la droite qui joint le point 
donné au pied de la perpendiculaire. 

Autre solution. Si par îe point donné (fig. 82) on 
mène un plan MBC perpendiculaire au plan PP^, et si dans 
le plan MBC on mène OD perpendiculaire à Tintersection 
BC des deux plans, OD est la distance cherchée. 

Soient o.o' (fig. 83) et PoP^ le point et le plan donnés ; 
menons par o . o' le plan vertical oav' perpendiculaire à Pa 
et par suite à PaP^ ; pour trouver la distance de o . o' à l'in- 
tersection des deux plans, rabattons le plan vertical oatf 
autour de sa trace horizontale oa ; la trace verticale v' de 
rintersection vient en Vy sur une perpendiculaire menée 
de a sur oa à la distance av^=iav'\ la trace horizontale h 
reste immobile, Tinterseclion est donc rabattue en ^. 
Le point o . o' situé dans ce plan se rabat sur la perpendi- 
culaire oO à ao à la distance oO=a)o'. La perpendiculaire 
cherchée est alors rabattue en vraie grandeur suivant la 
perpendiculaire OD menée de sur hv^. 

On peut déduire facilement de cette construction les 
projections d, d' du pied de la perpendiculaire; car la 
perpendiculaire Dd, menée de B sur la trace oa, devieni 
une verticale quand le plan auxiliaire reprend sa position 
première ; il est donc la projection horizontale du pied <]f. 
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la perpendiculaire sur le plan horizontal, et Dd mesure la 
dislance de ce point au plan horizontal. 

PROBLÈME. « 

i 05. Mener par un point donné d .d' (fig. 83) d'un plan 
PoP^ figuré par ses traces une perpendiculaire de longueur 
donnée \ à ce plan. 

Le plan vertical projetant de la perpendiculaire menée 
à PaPj par d . d' coupe ce plan suivant une droite rabattue 
en ftVj, le point d.d' est rabattu en D sur h)^ et la per- 
pendiculaire demandée, qui est située dans ce plan, est 
rabattue suivant la perpendiculaire D0=:/ à l'intersection. 
est le rabattement de l'extrémité de la perpendiculaire 
demandée. Si l'on relève le plan, la perpendiculaire Oa, 
menée de sur la charnière, devient une verticale et Oo 
mesure la distance du point au plan horizontal. On en 
déduit les projections o, o' de l'extrémité de la perpen- 
diculaire demandée. 

Le problème admet deux solutions, car on peut porter 
la longueur / de part et d'autre du point D sur la perpen- 
diculaire dihv^, 

PROBLÈME. 

, y 106. Déterminer la distance d^un point o.o' à un plan 
donné par trois poitits a. a', b.b', ce' (fig. 84). 

Menons par le point o,o' un plan vertical perpendicu- 
laire au plan des trois points. Pour cela construisons 
l'horizontale du plan qui passe par un des points donnés 
a.a' ; cette horizontale a sa projection verticale a' m' pa- 
rallèle à la ligne de terre ; elle rencontre la droite bc.b'c 
du plan en un point projeté verticalement en m', horizon- 
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talement en m; am est donc la projection horizontale de 
rhorizontale cherchée du plan; le plan vertical mené 
par 0,0^ perpendiculairement à cette horizontale est per- 
pendiculaire au plan des trois points ; ce plan a pour trace 
horizontale op perpendiculaire à am. Si Ton rabat ce plan 
autour de son intersection avec le plan horizontal a'm'^^ 
le point p .p' du plan des trois points situé sur la charnière 
ne bouge pas ; un second point d . d' de ce plan , pris sur bc . 
b'c et situé à' une hauteur 3d' au-dessus du plan horizon- 
tal a' m' y se rabat sur une perpendiculaire dd^ à op, à une 
distance dd^ = d^; Tintersection du plan auxiliaire et du 
plan des trois points est donc rabattue suivant pd^. Le 
point .0' se rabat de même en o^ sur la perpendiculaire 
00^^ élevée sur op à la distance oo^=^ùO du point au plan 
horizontal a'iW. La perpendiculaire Oijf^, abaissée de o^ 
sur pdj, est la vraie grandeur de la distance du point o .0' 
au plan des trois points. 

Il est facile de construire les projections 3, g' du pied 
de la perpendiculaire, dont la distance g^g au plan hori- 
zontal a'rn! est connue; on a, par suite, les projections 
03, o'gf' de la perpendiculaire elle-même. 

PROBLÈME. 

107. Mener par un point donné g. g' {ûg. 84), situé dans le 

* Si le lecteur éprouve quelque difficulté pour effectuer le rabattement 
indiqué, il pourra l'effectuer d'abord autour de la trace dp du même 
plan vertical sur le plan horizontal de projection. Dans ce cas, les distances à 
porter sur les perpendiculaires à dp sont égales aux distances des projec- 
tion» verticales k xy. La construction indiquée ne diffère de celle-là qu'en 
ce que toutes les distances des points considérés au plan horizontal sont 
diminuées de la même quantité. 

Sur notre épure, la figure tracée sur le plan horizontal représente 
non le rabattement réel, mais la projection en vraie grandeur de ce rabat- 
tement. 
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plan de trois points a .a', b.b', ce', une perpendiculaire de 
longueur donnée 1 à ce plan. 

Menons par a . a' l'horizontale am . a'm' du plan (106) ; le 
plan vertical projetant de la perpendiculaire menée par g . ^ 
a pour trace horizontale gp perpendiculaire à am. Rabat- 
tons ce plan sur le plan horizontal de am.a'm\ en le fai- 
sant tourner autour de la droite de ce plan projetée en gp ; 
le point p reste immobile, le point g . / se rabat en g^ sur 
la perpendiculaire jg^ menée par g à la distance g^g=g'^ 
du point jf .9' au plan horizontal du rabattement. L'inter- 
section du plan donné a\ec le plan auxiliaire est rabattue 
en jfjp, et la perpendiculaire demandée suivant gf^o^ per- 
pendiculaire à g^p et égale à /. Le pied de la perpendi- 
culaire abaissée de o^ sur gp est la projection horizontale 
de l'extrémité de la perpendiculaire cherchée, et o^o la 
distance de cette extrémité au plan horizontal du rabatte- 
ment t»)o'=oo4. 

Remarque. — Le point donné a été pris dans le plan (65) . 
On a vu précédemment comment on prend les projections 
d'un point de manière qu'il satisfasse à cette condition. 
Si le point était donné hors du plan, on opérerait de la 
même manière ; seulement on serait obligé de détermi- 
ner le rabattement de l'intersection du plan donné avec 
le plan vertical projetant de la perpendiculaire au moyen 
d'un second point de l'intersection. On joindra pour cela 
deux des points et l'on prendra le point de rencontre de 
celte droite avec le plan vertical qu'on rabat. 

PROBLÈME. 

108. Déterminer la distance de deux plans parallèles. 
Si Ton coupe les deux plans parallèles par un troisième 
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qui leur soit perpendiculaire, la distance des deux inter- 
sections est la distance cherchée. 

Soient PoP^, QgQ (fig. 85) les plans donnés. Coupons 
ces deux plans par un plan vertical bac qui leur est per- 
pendiculaire ; rintersection de ce plan et de PoP^ est ra- 
battue comme dans le problème précédent suivant hv^ ; 
l'intersection du même plan sécant et de QpQi est rabat- 
tue suivant M parallèle à hv^ ; la distance EF de ces deux 
parallèles est la distance cherchée. 

PROfiLÈME. 

109. Mener à un plan donné PaP^ (fig. 85) un plan pa- 
rallèle' à une distance donnée d. 

Si Ton coupe PaP^ par un plan vertical bac qui lui est 
perpendiculaire et si Ton rabat ce plan autour de sa 
trace horizontale 6a, Tinter section devient hv^; le plan 
demandé est coupé par ce même plan sécant suivant une 
droite rabattue en kl parallèle à hv^ à la distance don- 
née d; la trace horizontale k de cette droite est un point 
de la trace horizontale cherchée. Les traces de ce plan 
sont d'ailleurs parallèles à celles du plan donné ; il est 
donc déterminé. 

Le problème admet toujours deux solutions. 

PROBLÈME. 

110. Déterminer la distance d*un point à une droite. 

On mène par le point un plan perpendiculaire à la 
droite, on détermine le point où la droite donnée perce 
le plan et l'on joint ce point au point donné ; la droite 
ainsi menée est perpendiculaire à la droite donnée et 
mesure la distance du point à la droite. 
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Soient ab.a'V et m. m' la droite et le point donnés 
(fig. 86); déterminons le plan perpendiculaire à ah.a'V 
au moyen des deux droites mc.m'c\ md.m'd! menées du 
point m . m' respectivement parallèles aux traces de ce plan ; 
la droite ah . a! h' perce le plan de ces deux droites en jf . 3' ; 
la droite gm.g'm' est la perpendiculaire demandée, et la 
vraie grandeur m' (j\ de cette droite mesure la distance 
du point m . m' à la droite ah.a'V. 

Nous indiquerons plus loin une autre solution de ce 
même problème. 

PROBLÈME. 

m. Déterminer la distance de deux droites. 

Si une droite G est perpendiculaire à une droite A, 
C est parallèle à tout plan perpendiculaire à A, car on 
peut considérer C comme située dans un plan perpendî- 
' culaire à A. 

La distance de deux droites, mesurée par leur perpendi- 
culaire commune, est donc parallèle à deux plans per- 
pendiculaires quelconques à ces deux droites et par suite 
à leur intersection. Il suffit donc pour résoudre le pro- 
blème de mener deux plans quelconques perpendiculaires 
fnix deux droites données, de construire l'intersection de 
ces plans et de mener à l'intersection une parallèle s'ap- 
OXX puyant sur les deux droites données (95). 

Exécution. Soient A. A' et B.B' (fig. 87) les droites don- 
nées ; soient PaP^ un plan perpendiculaire à A. A', QgOi 
un plan perpendiculaire à B,B'; l'intersection cd.c'd' de 
ces deux plans est parallèle à la droite cherchée ; on mè- 
nera (95) une parallèle à cd.c'd' s'appuyant sur A. A' et 
B . B' ; soit mn . m'n' cette parallèle ; mn . mV est la perpen- 
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diculaire commune aux deux droites A . A' et B . B' ; la vraie 
grandeur de cette perpendiculaire projetée verticalement 
en m'N est la plus courte distance cherchée. 

On peut dans certains cas résoudre ce problème d'une 
manière^plus simple à Taide du théorème suivant. 

THÉORÈME. 

H2. Si une droite A (fig. 88) est perpendiculaire à un 
plan de projection MN, la perpendiculaire commune DE à 
cette droite et à une droite quelconque B se projette suivant 
de en vraie grandeur sur ce plan; cette projection passe par 
le pied à de A et elle est perpendiculaire à la projection Cb 
de la seconde droite B. 

En effet, DE étant perpendiculaire à A est parallèle à 
MN et par suite se projette en vraie grandeur sur ce plan. 
La droite B perpendiculaire à DE, qui est parallèle au 
plan MN, se projette sur ce plan suivant une perpendicu- 
laire à la projection ed de DE (102) ; DE, qui rencontre A, 
a d'ailleurs sa projection qui passe par la projection d 
de A. 

Remarque. D'après cela, quand une des droites données A 
sera parallèle à Tun des plans de projection, il sera fa- 
cile d'obtenir la plus courte distance demandée , car il 
suffira de projeter les deux droites sur un plan perpen- 
diculaire à A; on aura immédiatement la plus courte 
distance projetée en vraie grandeur sur ce plan auxi- 
liaire. 

PROBlilME. 

' H3. Déterminer la plus courte distance de deux droites 
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dont l'une est la ligne de terre et dont Vautre A. A' est queU 
conque (fig. 89). 

Projetons les deux droites sur un plan PP^ perpen- 
diculaire à la ligne de terre et mené par la trace hori- 
zontale h de A. A'. La ligne de terre est projetée-en co sur 
ce plan; un point m. m' de A. A' se projette en m" et par 
suite la droite A. A' est projetée suivant hm"; la plus courte 
distance cherchée est donc projetée en vraie grandeur 
sur ce plan suivant la perpendiculaire (i>D menée du 
point 0) sur hm". Le point D a pour projections d, d' sur 
A .A' ; les projections de la plus courte distance sont donc 
od, od\ 

PROBLÈME. 

114. Mener par une droite un plan perpendiculaire à un 
plan donné. 

Il suffit de mener par un point quelconque de la droite 
une perpendiculaire au plan donne et de concevoir un 
plan passant par la droite donnée et cette perpendicu- 
laire. 
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HUITIÈME LEÇON 

MÉTHODE DES RABATTEMENTS 



115. Nous avons vu (36-41) comment on détermine la 
vraie grandeur d'une figure plane lorsque le plan de cette 
figure est perpendiculaire à l'un des plans de projection ; 
nous allons voir comment on peut résoudre la même 
question quand le plan de la figure a une position quel- 
conque. 

SOLUTION GÉNÉRALE DU PROBLÈME DES RABATTEMENTS. . 

116. On donne un plan quelconque MN (fig. 90) et un 
plan horizontal PQ qui coupe MN suivant A6 ; on demande 
ce que devient un point de MN lorsqu'on fait tourner 
ce plan autour de AB de manière à le faire coïncider avec 
le plan horizontal PQ. 

Menons Oo perpendiculaire sur PQ, et du pied o une per- 
pendiculaire oC sur la charnière AB, joignons CO ; d'après 
le théorème des trois perpendiculaires, CO est perpendicu- 
laire à AB; si donc on fait tourner MN autour de AB, OC 
restera perpendiculaire à AB, et le point se placera sur 
la direction de la perpendiculaire Co à une distance O^C 
de G égale à OC. 
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Si la figure est représentée en projections, Oo hauteur 
du point au-dessus du plan horizontal PQ est donnée 
par la distance de sa projection verticale à la- trace verti- 
cale du plan PQ ; Co est donné en vraie grandeur sur le 
plan horizontal de projection par la distance de la pro- 
jection horizontale du point à la projection horizon- 
tale de la charnière AB ; on a donc sur les projections 
les éléments suffisants pour construire le triangle OoC et 
par suite pour effectuer le rabattement. 

Pour construire ce triangle d'une manière simple, on 
le rabat d'abord autour de oC sur le plan horizontal PQ ; 
on élève pour cela oO, perpendiculaire à Co et égale à Oo, 
et Ton joint CO,. Pour achever le rabattement il suffit de 
décrire un arc de cercle du point C comme centre, avec 
CO, pour rayon, et de prendre le point de rencontre 0^ de 
cet arc avec la direction oC. 

Le plan PQ étant horizontal, toutes les figures tracées 
dans ce plan se projettent en vraie grandeur sur le plan 
horizontal de projection. 

On peut remarquer dans le triangle OCo que l'angle 
OCo est l'angle plan qui mesure Tangle dièdre formé par 
MN et un plan horizontal PQ ; cet angle est le même, quelle 
que soit la position du point 0. Cette remarque permet de 
simplifier les constructions pour les rabattements des 
points du plan, quand on a obtenu le rabattement de l'un 
d'eux. Elle permet aussi de revenir de la position d'un 
point 0^ donné en rabattement à sa position réelle dans 
le plan MN, car dans le plan vertical mené par O^C le 
triangle COo est déterminé par Thypoténuse OC = OjC, 
et l'angle aigu OCo que fait le plan MN avec un plan hori- 
zontal. 

Le rabattement peut se faire des deux côtés de la char- 
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nière ; pour que la lecture des constructions soit plus fa- 
cile, il convient de l'effectuer du côté de Tangle obtus 
formé par MN avec le plan PQ, à moins que Ton ne soit 
gêné par les limites de l'épure. 

RABATTEMENT d'uN POINT, 

117. Exécution. Soient 0,0' (fig. 91) les projections 
d'un point et ah,a!V les projections d'une horizontale 
qui avec le point . 0' détermine un plan ; rabattons ce 
plan autour de ab.a'b\ et cherchons le rabattement du 
point 0.0' quand le plan est devenu horizontal. 

D'après ce qui a été dit précédemment (116), ce point 
se rabat sur la perpendiculaire oc à la charnière, à une 
distance du pied c égale à l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle ayant oc pour un des côtés de l'angle droit et 
pour l'autre la hauteur cw du point 0' . 0' au-dessus du plan 
horizontal a'V sur lequel s'effectue le rabattement. Ce 
triangle a été rabattu autour de oc en oO, c sur le plan 
horizontal de la charnière; cO, est la distance à porter 
sur le prolongement de oc à partir d'un point c. 

Pour un autre point du plan projeté horizontalement 
en g on obtiendra le rabattement G^, en se servant du 
triangle glG^ construit avec le côté gl de l'angle droit et 
l'angle aigu j/G, = ocO,. Cette construction permet de se 
passer de la projection verticale 3' du point considéré, et 
donne le moyen de la construire si elle n'est pas donnée, 
car le point est à une hauteur égale à G, j au-dessus du 
plan horizontal a' 6'. 

On peut aussi obtenir le rabattement du point g. 3' au 
moyen de l'horizontale du plan qui passe par ce point; 
soit g^ la projection horizontale du point de rencontre de 
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cette horizontale avec le plan vertical O^co, dans lequel 
se meut le point o . o' déjà rabattu ; le point du plan pro* 
jeté en jf^ se rabat en G'^ et Thorizontale elle-même, sui- 
vant G\Gj parallèle à ab; le point G^, où cette parallèle 
est rencontrée par la perpendiculaire glG^ menée de g sur 
ab, est le rabattement du point g.g\ 

Quand les points à rabattre sont nombreux, cette 
constri^ction permet de débarrasser la figure d'un grand 
nombre de lignes qui gênent la lecture ; le plan verti- 
cal O^à peut d'ailleurs être mené par un point quelconque 
de la charnière. 

Si Ton joint les extrémités 0^0,, g'G\y . . . , des arcs qui 
servent aux rabattements, on voit que toutes ces cordes 
sont parallèles ; on peut se servir de cette considération 
pour éviter de construire les arcs de cercle; un seul suf- 
fira pour déterminer le premier point du rabattement, 
les autres points pourront être déterminés au moyen de 
parallèles menées à la corde de ce premier arc. Toutefois 
cette construction devra être rejetée quand les points du 
rabattement seront donnés par des droites se coupant 
sous des angles trop aigus. 

Remarque. Les points du plan situés de différents côtés 
. du plan horizontal sur lequel se fait le rabattement doi- 
vent êlre. rabattus de côtés différents de la charnière; 
2i^:^^????.5 ainsi le point f.f , situé au-dessus de a'b\ b son rabatte- 
ment Fj situé de l'autre côté de ab par rapport à 0^. 

Il n'y aura pas d'erreur possible, lors même que les 
projections verticales des points ne seraient pas données, 
si Ton remarque que les points situés de côtés différents 
du plan horizontal a'b' ont leurs projections horizontales 
situées de côtés différents de la projection horizontale ab 
de la charnière. 
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rabàttehsnt d*uhe droite. 

118. Pour obtenir le rabattement d'une droite du plan, 
on cherche les rabattements de deux points de cette 
droite et l'on mène la droite qui passe par les deux points 
rabattus. 

Quand la droite rencontre la charnière, le point de 
rencontre ne bouge pas dans le rabattement ; il suffit 
donc de le joindre à un autre point quelconque rabattu. 

Soit mo.m'o' (fig. 92) une droite qui rencontre la char- 
nière en m. m'; soit 0^ le rabattement d'un point o.o' de 
la droite, m 0^ est le rabattement cherché. 

PROBLÈME inverse DU RABATTEHEm*. 

119. Étant donné le rabattement d! un point d^un ptany 
déterminer les projections de ce point quand on remet ce 
plan dans sa position première. 

Soient ab.a'V (fig. 91) l'horizontale qui sert de char- 
nière et 0^ le rabattement d'un point d'un plan qui fait 
avec le plan horizontal un angle donné a. Menons O^c 
perpendiculaire à ab (116), puis cO, faisant avec le pro- 
longement de O^c l'angle oc 0^ égal à a ; prenons sur cette 
droite cO^=cO^ et abaissons 0,o perpendiculaire sur O^c; 
est le pied de la verticale menée par le point et par 
suite représente la projection horizontale du point cher- 
ché ; la projection verticale o' de ce point s'obtient en 
prenant sur la perpendiculaire menée de o à la ligne de 
terre une longueur wo' égale à oO, au-dessus de la trace 
a'b' du plan horizontal de rabattement. 

120. Étant donné le rabattement d'une droite d'unplan^ 
déterminer ses projections. 
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Pour relever une droite, il sufBt de chercher les pro- 
jections de deux de ses points et de joindre ces projec- 
tions. 

Quand la droite rencontre la charnière dans les limites 
de répure, on prend pour l'un de ces points le point de 
rencontre, qui ne bouge pas dans le mouvement du plan. 

Soit mO^ (fig. 92) le rabattement de la droite. Un 
point 0^ de la droite donne les projections 0,0' (119), le 
point de rencontre avec la charnière a sa projection ver- 
ticale m' sur a'b'; mOj m'o' sont les projections de la 
droite rabattue suivant mO^. 

121. Observations. Dans la pratique on détermine le 
plus souvent les projections des points donnés en rabat- 
tement au moyen de droites du plan qui passent par ces 
points et pour lesquelles il est facile de déterminer les 
projections ; il suffit alors pour chaque point de mener 
par son rabattement une perpendiculaire à la charnière 
jusqu'au point de rencontre avec la projection horizon- 
tale d'une droite sur laquelle il se trouve ; on a ainsi sa 
projection horizontale. Sa projection verticale est située 
sur la projection verticale de la même droite. 

Si Ton' a à relever un certain nombre de points, on 
emploie souvent avec avantage les horizontales du plan 
qui passent par ces points. 

Soit, par exemple, un plan déterminé par un point . 0' 
et une horizontale ab.a'V (fig. 93); le point 0.0' se rabat 
en Oj (117). — Soient C^, D^, E^ des points donnés en 
rabattement et dont on demande les projections ; les hori- 
zontales du plan qui passent par ces points sont rabattues 
suivant les parallèles CjCj,D4D„E4Ej à la charnière ah; 
les points Cj, D,, Ej, où ces horizontales rencontrent le plan 
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vertical qui a servi au rabattement du point o . o% étant 
relevés, donnent les projections horizontales Cj, ?/,, ^, (H 7) ; 
les horizontales du plan qui passent par ces points sont 
projetées horizontalement suivant ce,, dd,, ee^ parallèles 
à ah; on obtient alors facilement les projections horizon- 
tales c, d, e des points C^, D^, E^ qui sont situés sur ces 
droites. On en déduit les projections verticales, car on 
connaît les distances c,Yj d^i^ e^e, de ces points au plan 
horizontal de ab. a[b\ 

Au lieu de décrire les arcs de cercle qui servent à re- 
lever les différents points, on peut, comme précédemment 
(117), ne décrire que Tare qui sert à relever l'un d'eux 
et obtenir les extrémités des autres arcs au moyen de pa- 
rallèles à la corde qui sous-tend le premier. 

122. Au lieu d'employer les horizontales d'un plan 
pour effectuer les rabattements ou les relèvements d'un 
point, on peut employer avec avantage les droites du plan 
qui sont parallèles au plan vertical. Il suffit de construire 
pour un point du plan connu en projection et en rabatte- 
ment les deux projections, et le rabattement de la pa- 
rallèle qui passe par le point. Ces directions connues 
permettent de passer instantanément d'une projection 
d'un point du plan au rabattement, et du rabattement 
aux deux projections. 
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APPLICITIONS DE U MÉTHODE DES RABATTEMENTS AUX QUESTIONS 
D'ANGLES DE DROITES ET DE PLANS 



PROBLÈME. 

123. Déterminer V angle de deux droites. 

On appelle angle de deux droites A et B, qui ne se 
coupent pas, Tangle formé par Tune d'elles A et une pa- 
rallèle â B menée par un des points de A ; on est donfc, 
toujours ramené à déterminer Tangle de deux droites qui 
se coupent. 
't\, ^jU Soient ab.a'V^ ac.a'cf ( fig. 95) deux droites qui se 

coupent en a. a'. Pour construire l'angle de ces droites, 
nous rabattrons le plan qu'elles déterminent autour 
d'une horizontale quelconque mn. wJn' de ce plan, de 
manière à le rendre horizontal; le point a. a! se rabat 
en A^ et les droites données suivant mA^, nA^ ; l'an- 
gle mA^n de ces droites rabattues est l'angle cherché, 

124. Si Ton veut construire les projections de la bis- 
sectrice de l'angle de deux droites, on mènera la bissec- 
trice A^d de Tangle rabattu en mk^n\ le point A relevé a 



J 
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pour projections a, a' ; le point d où la bissectrice rencon- 
tre la charnière a pour projections d,d!\ ad^ a!d' sont donc 
les projections de la bissectrice cherchée. 

CAS PARTICUUEB OU L'UNE DES DROITES DOftJiÉES 
EST HORIZONTALE. 

125. Si l'une des droites données ab.a'b' (fig. 95) est 
horizontale, on rabat le plan des deux droites autour 
de cette horizontale même; un point ce' de ac.a'c' se 
rabat en C, la droite ac.a'cf se rabat suivant aC; baC est 
Tangle demandé. 

Pour obtenir les projections de la bissectrice de Tangle 
des deux droites, on mènera la bissectrice oD de Tangle 
baC en rabattement ; on déterminera par le procédé gé- 
néral (119) les projections d, d' d'un de ses points rabattu 
en D;ad, a'd' sont les projections de cette bissectrice. 

PROBLÈME. 

126. Mener par un point g. a' une droite qui fasse avec 
une droite donnée bc.b'c' un angle donné a (fig. 96). 

Construisons l'horizontale am.a'm' du plan déterminé 
par le point et la droite et faisons tourner le plan autour 
Recette horizontale; le point a. a' reste immobile ; il en 
•est de môme du point m, m' de la droite donnée; un se- 
cond point o,& de cette même droite se rabat en 0, ; la 
droite bc.Vd est donc rabattue suivant mO^ ; menons par 
/lia droite aD^ qui fasse avec mO^ l'angle donné a: celte 
droite aD^ est le rabattement de la droite cherchée ; le 
point Dj relevé a ses projections d,d' situées sur bcMc': 
la droite ad.a'd' est donc la droite cherchée. 
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Le problème admet deux solutions ; une seule a été 
construite sur la figure. 

PROBLÈME. 

127. Mener d'un point a . a' une perpendiculaire sur une 
droite donnée bc.b'c'-(fig. 97). 

Le problème est le même que le précèdent, dans lequel 
Tangle donné a est droit. Nous avons répété les construc- 
tions dans ce cas particulier. • 

PROBLÈME. 

128. Con$truire V angle d^une droite et d^unplan. 

L'angle d'une droite AB et d'un plan MN (fig. 98) est 
l'angle aigu ABa que cette droite fait avec sa projection Ba 
sur ce plan. Si d un point quelconque C de AB on abaisse 
une perpendiculaire CD sur MN, on voit que dans le trian- 
gle rectangle CBD Tangle BCD est le complément de l'angle 
cherché CBD. Il suffit donc, pour résoudre le problème, 
d'abaisser une perpendiculaire d'un point quelconque de 
la droite sur le plan, de chercher l'angle aigu que fait 
cette perpendiculaire avec la droite et de prendre le com- 
plément de cet angle. 

Soient PaP^ le plan eiab.a'V la droite donnés (fig. 99). 
Par un point quelconque ce' àeab.a'b\ menons la per- 
ipendiculaire ce.c'e' au plan PaP^; l'angle formé par cb. 
dV et cette perpendiculaire est rabattu suivant mC^e (123) ; 
le complément e^^d de cet angle est l'angle demandé. 

PROBLÈME. 

129. Construire X angle de deux plans. 
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Si d*un point (fig, 100), pris dans l'inlérieur d'un 
angle dièdre MABN, on abaisse des perpendiculaires OC, 
OD sur les deux faces, l'angle COD de ces perpendicu- 
laires est le supplément de Tangle plan CED, qui mesure 
l'angle dièdre MABN. On peut donc ramener la question 
proposée à la recherche de l'angle de deux droites. 

On peut aussi résoudre le problème de la manière sui- 
vante : on coupe les deux plans par un plan quelconque 
perpendiculaire à leur intersection ; l'angle formé par 
les droites suivant lesquelles le plan sécant coupe les 
plans donnés est l'angle cherché. 

Soient MAB, NAB deux plans donnés (fig. 101), MA, 
NA leurs traces sur le plan horizontal PQ, et Ab la pro- 
jection de leur intersection sur ce plan. Si l'on mène un 
plan quelconque FEG perpendiculaire à cette intersec- 
tion, la trace horizontale FG de ce plan sera perpendicu- 
laire à Ab (100). Si l'on joint le point C de rencontre de 
FG et Ab au point E, "^où le plan FEG est percé par l'in- 
tersection AB des plans donnés, la droite EC sera per- 
pendiculaire à la fois aux deux droites AB et FG : à la 
première^ parce qu'elle est située dans le plan EFG mené 
perpendiculairement à AB ; à la seconde, parce que FG, 
situé dans le plan horizontal de projection et perpendicu- 
laire à A&, est perpendiculaire au plan vertical proje- 
tant AEC, dans lequel est situé EC. Si donc on rabat le 
triangle EFG autour de FG, le sommet E se placera sur 
la direction A&, à une distance de C égale à la hauteur 
EC du triangle FEG, hauteur qui est la distance du point 
C à l'intersection AB des deux plans. 

Construction. Soient PaP^, QpQj (fig. 102) les plans don- 
nés, et ab la projection horizontale de leur intersection. 
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Soit FG perpendiculaire en C k ab la trace horizontale 
d'un plan perpendiculaire à Tarète. Appelons E le point 
où ce plan rencontre Tarôte; si Ton rabat le triangle FEG 
de l'espace autour de FG, le sommet E se rabattra sur Ca 
à une distance CB^ de C égale à la distance CE de ce point 
à l'arête. Pour déterminer cette distance, on fait tourner 
le plan vertical projetant de Taréte autour de a&, cette 
arête rabattue devient ab^ et la distance CE de Tespace est 
rabattue en vraie grandeur suivant la perpendiculaire CE^ 
abaissée de C sur ab^ ; en portant cette longueur CE, de G 
en Ej sur Ca et joignant E^F, E^G, on a l'angle plan FE^G 
qui est Tangle demandé. 

. Au lieu de déterminer le rabattement du triangle FE^G 
au moyen de la hauteur CE^, on peut le rabattre au 
moyen de l'un de ses côtés FE^, GE^, qui sont dans les 
deux plans donnés les distances des points F et G à Tin- 
tersection. 

130. Si Ton veut construire le plan bissecteur de 
l'angle dièdre, on remarquera que ce plan coupe le plan 
FEG perpendiculaire à Tarête suivant la bissectrice de 
l'angle E (fig. 102). Cette bissectrice rabattue en E^K a 
pour trace horizontale le point K, où elle rencontre FG ; 
ce point K est donc un point de la trace horizontale du 
plan bissecteur ; ce plan contient aussi l'intersection des 
deux plans donnés et par suite ses traces passent par les 
traces a et V de cette intersection ; aKr(b' est donc le plan 
cherché. 

Si le point de rencontre de la trace horizontale du plan 
bissecteur et de la ligne de terre était en dehors des li- 
mites de l'épure, on mènerait, par un point quelconque 
de riritersection, une parallèle à la trace horizontale du 
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plan bissecteur et l'on déterminerait la trace verticale de 
cette droite, qui serait un second point de la trace verti- 
cale cherchée. 

AUTRE APPLICATION DE U MÉTHODE DE. RABATTEMENTS 
PROBLÈME. 

131. Déterminer les projectiotts (Tune circonférence qu 
passe par trois points donnés a . a', b . b', c . c' (fig. 103) . 

Menons l'horizontale du plan qui passe par Pun des 
points donnés a. a'; cette horizontale a sa projection ver- 
ticale a'm' parallèle à la ligne de terre, elle rencontre la 
droite bc . b'& du plan au point m! ,m: elle a donc pour 
projection horizontale am. Rabattons le plan des trois 
points autour de cette horizontale ; le point a. a' ne bouge 
pas ; le point bM est rabattu en B^ (117) ; la droite bcm. 
Vc'm' suivant B^m, et le point ce' qui appartient à cette 
droite en C^. Si Ton fait passer une circonférence par les 
trois points a, B^, C^, on aura le rabattement de la circon- 
férence cherchée. Le centre 0^ de cette circonférence se 
relève en o.o' (119); on obtient de même les projec- 
tions r^f d'un point quelconque et celles d'autant de 
points que l'on veut de la circonférence ; en joignant ces 
points par un trait continu, on a les projections de la cir- 
conférence demandée. 

OBSERVATIONS SUR LÀ GOlfSTRUCTIOK PRécÉDENTE. 

132. Le diamètre FG (fig. 105) parallèle à la charnière ah, et par 
conséquent au plan horizontal, se projette horizontalement en vraie 
grandeur suivant fg. Toutes les cordes perpendiculaires au diamètre 
horizontal FG ont leurs projections horizontales perpendiculaires à fg 
(102), et ces projections sont partagées par fg en deux parties égales; 
^/'est donc un axe de la projection horizontale de la circonférence. 
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Le diamètre HK perpendiculaire à FG, et par suite aux cordes hori- 
zontales, a de même sa projection horizontale hk perpendiculaire aux 
projections des cordes, quMl partage en deux parties égales ; hk est donc 
aussi un axe de la projection horizontale de la circonférence. 

On voit donc que, lorsqu'on projette une circonférence sur un plan, 
on obtient deux axes de la projection eu projetant le diamètre paral- 
lèle au plan et le diamètre perpendiculaire au précédent. 

Si Ton Teut avoir les deux axes de la projection verticale, on mè- 
nera une droite'du plan ad.a'd' parallèle au plan vertical; on rabattra 
cette droite en ûDj, et Ton mènera les diamètres IL et NP, Tun paral- 
lèle, Tautre perpendiculaire à aD^; les projections verticales i'/', n'p' de 
ces diamètres sont les axes cherchés. 

Pour obtenir les projections de la tangente en un point quelconque 
r.r', on mène la tangente à la circonférence rabattue au point R rabat- 
tement de r,y; celte tangente rencontre la chaniière au point ç, qui 
appartient à la tangente de l'espace ; ce point est projeté verticalement 
en q' ; rq^ r'q' sont donc les projections de la tangente cherchée. 

Si Ton veut mener à Tune des deux projections, la projection ver- 
ticale par exemple, une tangente parallèle à une direction donnée, on 
détermine le rabattement d'une droite du plan projetée verticalement 
suivant une parallèle à la direction donnée, on mène à la circonfé- 
rence 0, une tangente parallèle à la droite rabattue et l'on détermine 
la projection verticale de cette tangente. 

Si l'on applique cette construction aux deux projections de la courbe 
dans le cas où la direction donnée est perpendiculaire à la ligne de 
terre, on rabattra sui^nt B^^ une droite bs.h's' du plan perpendicu- 
laire à la ligne de terre, on mènera une tangente Ui; parallèle à BjS ; 
les projections wv, u'\/ de cette tangente seront perpendiculaires à la 
ligne de terre. 

Les points de contact u et w sur les projections de la circonfé- 
rence sont les projections du point de contact connu en rabattement. 

On construirait de même les tangentes parallèles à xy; celles du plan 
horizontal sont rabattues suivant des tangentes parallèles à OjL ; celles 
du plan vertical sont rabattues suivant des tangentes parallèles à FG *• 

* détails de construction. 1« Les projections de la circonférence sont des 
ellipses dont on a les deux axes. Voici, dans le cas où une ellipse est ainsi 
déterminée, un procédé de construction très-rapide et suffisamment exact 
dans le plus grand nombre des cas. On construit un rectangle OAEC 
(fîg. 104) sur les deux demi-axes OA, OC ; du sommet E on mène une per- 
pendiculaire à la diagonale CÂ, et Ton marque les points de rencontre G 
et H de cette perpendiculaire avec les axes ; du point H comme centre avec 
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OBSERVATIOIVS SUR LA HÊTHODE DES RABATTEMENTS. 

133. La méthode des rabattements peut servir toutes 
les fois que les données d'un problème sont situées dans 
un même plan, puisque par le rabattement du plan des 
données on ramène le problème à une question de géo- 
métrie plane. • 

Elle sert aussi dans la résolution d'un grand nombre 
d'autres problèmes ; car il arrive souvent que par certai- 
nes considérations on fait dépendre la'solution d'un pro- 
blème relatif à des données situées d'une manière quel- 
conque dans l'espace de celles d'un problème dont on a 
déterminé les éléments suffisants dans un même plan. 
Nous allons en donner un exemple. 

PROBLÊME. 

134. On donne une droite AB (fig. 105) dans un plan 
MN et un point de V espace ; on demande de mener par le 
point une droite OC qui rencontre AB et qui fasse avec MN 
un angle donné a. 

HC pour rayon, on décrit un arc de cercle ; de G comme centre avec GA 
pour rayon, on décrit un second arc de cercle ; puis on décrit les deux arcs 
symétriques des deux premiers par rapport aux axes ; les arcs ainsi dé- 
crits coïncident avec l'ellipse sur une grande étendue; on les raccorde à la 
main au moyen d' arcs tan gents . 

Quand les deux axes de Tellipse sont très-différents, le procédé n'est plus 
suffisamment exact ; on détermine alors un certain nombre de points de la 
courbe, soit au moyen de propriétés connues de l'ellipse, soit en les dédui- 
sant de la solution même du problème. 

Pour justifier la construction injiiquée, on remarque que les distances 

a* 6* 
CH et GA, respectivement égales à 7- et —, sont précisément les rayons 

a 

des cercles osculateurs de l'ellipse aux sommets. 

2» Pour faciliter à l'élève l'étude de la figure, nous ferons remarquer que 

les rabattements et les relèvements se font avec la plus grande simplicité 

au moyen de droites du plan parallèles à Oa, OV rabattues suivant 0| a. 
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Supposons le problème résolu, et soit OC la droite de- 
mandée ; si du point on abaisse la perpendiculaire OD 
sur le plan et si Ton joint DC, l'angle OCD est égal à Tan- 
gle donné a. Le côté DC de ce triangle, dans lequel OD est 
la distance du point au plan MN, peut donc être con- 
struit, et par suite le point C cherché se trouvé dans le 
plan MN à la rencontre de la droite AB et d'une circonfé- 
rence décrite du pied D de la perpendiculaire OD comme 
centre, avec un rayon connu CD. On peut donc construire 
le point C par un rabattement du plan MN. 

Construction. Soient donnés PaP^ le plan (fig. 406), 
ab . a'V la droite du plan, o . o' le point et p l'angle ; si Ton 
fait tourner le plan vertical mené par le point o.o' per- 
pendiculairement à PaP^ autour de sa trace horizontale oft, 
la perpendiculaire menée du point o . o' sur le plan est ra- 
battue en vraie grandeur suivant OD (104, 2**). Menons 
OE qui fasse avec DE l'angle p ; DE est le rayon de la 
circonférence à décrire dans le plan PaP^. Rabattons ce 
plan autour de sa trace horizontale Pa; le centre vient 
en Dj ; la droite ab.a'V en àB ; aB rencontre la circonfé- 
rence décrite de D^ comme centre avec DE comme 
rayon en deux points C^, C, ; si Ton relève Vnn de ces 
points Cj et si l'on joint ses projections c, c' à celles du 
point o.o\ la droite oc.o'c' ainsi obtenue satisfait à la 
question. Le point C, relevé donnerait une seconde solu- 
tion. 
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DIXIÈME LEÇON 

CHANGEMENTS DE PLANS DE PROJECTION 



135. II arrive souvent que la position des plans de 
projection par rapport aux figures sur lesquelles on a 
des problèmes à résoudre influe beaucoup sur la simpli- 
cité des constructions que comportent les solutions de ces 
problèmes. Il importe donc de pouvoir passer des posi- 
tions choisies ou données à d'autres positions relatives 
plus commodes et indiquées par la nature même des pro- 
blèmes. 

On peut arriver à ce résultat, soit en laissant les figures 
immobiles et changeant la position de l'un des plans de 
projection ou de tous les deux par rapport à ces figures, 
soit en laissant les plans de projection immobiles et dé- 
plaçant les figures, généralement au moyen de mouve- 
ments de rotation. 

CHANGEMENT DU PLAN VERTICAL. 

156. On donne les projections a, di'd*un point (fig. 107), 
bc, b'c' d*une droite, les traces Pa, oP^ d*un plan sur deux 
plans de projection; on demande les projections du point, 
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de la droite , la trace du plan sur un plan vertical quel- 
conque. 

Soit x^ j/j la nouvelle ligne de terre : V "ous avons vu 
(15) comment on trouve la projection a" du point a. a' 
sur ce nouveau plan vertical ; 2** la projection verticale 
&"c" de la droite s'obtient au -moyen des projections 6" 
et c" de deux de ses points b.b'^ c.cf ; quand la trace hori- 
zontale de la droite est déterminée, on la prend généra- 
lement pour un des deux points à projeter; 5° quant au 
plan PaPj, sa nouvelle trace verticale est le rabattement 
de son intersection avec le plan vertical x^y^^ dont la 
trace sur le premier plan vertical de projection est Im ; 
cette intersection des deux plans PaP^, x^y^ a pour traces 
les points k et m, où se coupent leurs traces respectives ; 
la verticale Im se rabat en vraie grandeur suivant /m^, 
perpendiculaire à x^y^; km^ est donc la nouvelle trace 
verticale cherchée. 

On remplacerait de même le plan horizontal de projec- 
tion par un plan quelconque perpendiculaire au plan ver- 
tical. 

Application. 

137. Déterminer les projections de l intersection d'une 
pyramide et d^un plan. 

Si le plan sécant est perpendiculaire au plan vertical 
de projection, les projections verticales des sommets de 
l'intersection sont les points de rencontre de la trace ver- 
ticale;.àu plan et des projections verticales des arêtes de la 
pyramide ; il est donc facile d'en déduire la projection 
horizontale de l'intersection. 

Si le plan donné est quelconque, on revient à cette po- 
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sition en prenant un plan vertical auxiliaire de projection 
perpendiculaire au plan sécant. 

Soient sabc, s'a'Vc' (fig. 108) les projections delà pyra- 
mide et PâP^ le plan sécant ; sur un plan vertical mené 
^ Suivant oîjî/^ perpendiculaire à PS, la pyramide a pour pro- 
jection s"a"b"cf' et le plan sécant a pour trace mP, (136). 
Les sommets de l'intersection sont projetés sur ce nou- 
veau plan aux points a",P",Y"> où les projections des arêtes 
rencontrent la trace mP, du plan sécant ; ces projections 
a",^",/ donnent les projections horizontales a, p, y des 
sommets et par suite les projections a,p',Y' sur le pre- 
mier plan vertical. 

On remarquera que les distances des projections verti- 
cales a\^\Ykxy sont les mêmes que celles de a.\&'\i' 
à aîjj/^ (13). On peut se servir de cette considération pour 
déterminer les projections verticales cl\^\-^' lorsque la 
construction précédente ne donne pas ces points avec as- 
sez de précision, par suite de rencontres de droites sous 
des angles trop aigus. 

Autre application. 

138. Déterminer la plus courte distance de deux droites 
A. A', B .B' (fig. 109), dont Vune A. A' est parallèle au plan 
vertical de projection. 

Si Ton projette les deux droites sur un plan perpendi- 
culaire à A. A', la plus courte distance cherchée se pro- 
jettera en vraie grandeur sur ce plan (J112). 

Soit x^y^ la perpendiculaire à A' suivant laquelle on 
mène un plan perpendiculaire à A. A' et par suite au plan 
vertical de projection; la droite A. A' se projette sur ce 
nouveau plan en A" à une distance de x^i/, égale à la 
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distance de la projection horizontale khxy; la jprojec* 
tipn v^d" de B,B' sur ce plan a été obtenue par les pro- 
jections v* de sa trace verticale et d" d'un* point quelcon- 
que d.d' de cette droite; la plus courte distance cher- 
chée est donc la perpendiculaire Al'V menée de A" 
sur t/'d". 

Les projections sur les deux premiers plans de Textré- 
mité fr"de la plus courte distance sont 6, b\ situées sur les 
projections de la droite B.B'; la projection verticale de la 
plus courte distance est b' c' perpendiculaire à A' ; on en 
déduit la projection horizontale be. 

TRANSPORT DE l'uN DES PLAICS DE PROJECTION 
PARALLÊLEHENT A LUI-MÊME. 

139. Ce changement de plan n'est qu'un cas particu- 
lier du précédent, puisqu'il suffit de considérer la nou- 
velle ligne de terre x^y^ comme parallèle à xy. 

Dans la pratique, comme ce changement de plan re- 
vient à transporter Tune des deux projections perpendi- 
culairement à la ligne de terre d une longueur égale à la 
distance de la nouvelle ligne de terre à l'ancienne, on 
supprime par la pensée l'intervalle compris entre xj/ et 
^iVi» ce qui dispense d'effectuer le transport. 

CHANGEMENT DE PLAN LORSQU'ON REMPLACE l'uN DES PLANS 
DE PROJECTION PAR UN PLAN QUELCONQUE. 

140. On donne les projections a, a' d'un point (fig. 110), . 
ac, a'c' d^une droite^ les traces Qp, PQ^ dun plan sur deux 
plans de projection; on demande les projections du point et 
de la droite et la trace du plan sur un plan quelconque PaP^* 

V La nouvelle projection du point a. a' est le rabatte- 
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ment du pied de la perpendiculaire menée de ce point 
sur PaPj. Pour obtenir ce rabattement, menons par a.ol 
un plan vertical perpendiculaire à PoP^; Tintersection 
de ce plan et de PoP, est rabattue autour de sa trace ho- 
rizontale eaq suivant jfE^; le point a\d^ qui est dans ce 
plan, est rabattu en A^ ; le pied de la perpendiculaire 
meqée de a. a' sur le plan, en A'^. Si Ton fait tourner le 
plan PoPj autour de Pa, A'^ se place sur le prolongement 
de aq en a^ à la distance qa^ de g égale à grA'^ ; a^ est la 
projection de a. a' sur le plan PoP^. 

^ En appliquant cette construction à deux points quel- 
conques a.a\c.c' de la droite ac.a!c\ on obtient en a^c^ 
la projection de cette droite sur le plan PoP^. 

3* Pour obtenir la trace du plan QpQ^ sur le plan 
PoPj, on remarque que cette trace est le rabattement de 
rintersection des deux plans ; cette intersection a pour 
traces les points ft et v\ où se coupent les traces des plans ; 
dans le rabattement la trace horizontale h ne bouge pas, 
la trace verticale se place en v^ ; hv^ est donc la trace 
cherchée sur le nouveau plan. 

Le point v^^ a été obtenu au moyen de Tare décrit de a 
comme centre, avec av' pour rayon, car cette distance 
olv' ne change pas dans le mouvement. 

AppUcation. 

141. Déterminer la plus courte distance de deux droites 
quelconques A.A', B.B' (fig. 111). 

Si l'on projette les deux droites sur un plan PaP^ per- 
pendiculaire à Tune d'elles A.A', la plus courte distance 
se projette en vraie grandeur sur ce plan (112). La 
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droite A. A' se projette sur ce plan au point A" (140); la 
droite B,B', suivant B" ; la perpendiculaire A" G", menée 
du point A" sur B", est donc la vraie grandeur de la plus 
courte dislance cherchée. 

Si l'on veut obtenir les projections de cette plus courte 
distance, on construira d'abord les projections c, d de 
rextrémilé située sur B.B' et projetée en C" ; pour %voir 
la direction de la projection horizontale, on remarquera 
que la droite du plan rabattue suivant A"C" est parallèle 
dans Tespace à la plus courte distance ; si on relève le 
plan PaPp cette droite A"G" a pour projection horizon- 
tale mn obtenue en joignant le point m au point n pro- 
jection d'un point rabattu en n^ ; la parallèle cj à mn est 
donc la projection horizontale de la plus courte distance 
cherchée ; la projection verticale est c'jf'. 

GHANGEMEm* DE PLAMS QUAISD ON REMPLACE LES DEUX PLANS DE 
PROJECTION PAR DEUX PLANS QUELCONQUES PERPENDICULAIRES 
ENTRE EUX. 

142. On donne les projections a, a' d^un point (fig. 112), 
ac, aV d^vne droite^ les traces Qp, fiQ^^^d^un plan sur deux 
plans de projection ; on demande les projections du point et 
de la droite et les traces du plan sur deux plans quelconques 
perpendiculaires entre eux. 

Soit PoP^ l'un des nouveaux plans de projection que 
nous appellerons, pour simplifier le langage, nouveau plan 
horizontal ; soit mn la projection horizontale de la droite 
suivant laquelle ce plan est coupé par le nouveau plan ver- 
tical, c'est-à-dire la nouvelle ligne de terre. On rabat 
d'abord ce plan autour de Pa sur le plan horizontal, mn 
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se rabat suivant x^y^^ et le nouveau plan vertical est ra- 
battu encore autour dca:^!/^ sur le plan horizontal. 

1* Si l'on veut trouver sur ces deux plans les projections 
du point a.«', on remarquera que la construction effec- 
tuée dans le changement de plan précédent (140) pour 
obtenir la projection a^ du point a.o' donne en même 
temps la dislance X^\\ du point au plan de projection 
PaPj, et par suite la distance de sa projection sur un 
plan quelconque perpendiculaire à PaP^ à la nouvelle 
ligne de terre (10). Donc, après avoir obtenu la projec- 
tion a^ du point a. a' sur PaP^, il suffit d'abaisser de a^ 
une perpendiculaire a^o sur la ligne de terre et de pren- 
dre sur cette ligne Sa'^^A^A'^ ; a^estla projection verti- 
cale cherchée. 

La distance A^^^ pourra être portée d'abord d'un côté 
quelconque de x^y^^ carie plan vertical peut être rabattu 
d*un côté quelconque par rapport à cette ligne; mais le 
sens du rabattement étant adopté, on placera du même 
côté que a\ par rapport à x^y^ les projections des points 
de l'espace qui sont du même côté que A pgr rapport au 
plan PaPj. Les autres points auront leurs projections ver- 
ticales situées du côté opposé 3e jî^j/^ par rapport à a^. 

2° Pour obtenir les projections nouvelles d une droile 
quelconque aca! d rapportée aux premiers plans de pro- 
jection, on détermine comme précédemment les projec- 
tions a^ïa'i, Cj,c'^ de deux de ses points; les droites a^c^^ 
a\c\^ qui joignent ces projections, sont les nouvelles pro- 
jections cherchées. 

5* Pour obtenir les traces d'un plan QpQ^, on déter- 
mine le rabattement h^v"^ de sa trace sur PaP^ (140), puis 
les projections d^, d\ d'un point de ce plan. On est ainsi 



Digitized by VjOOQ IC 



98 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

ramené à déterminer la trace verticale vR^ d'un plan 
dont on connaît la trace horizontale y R et un point d.d\. 
Pour simplifier les constructions, nous nous sommes servi 
du point a.d' du planQpQ,, qui a même projection hori- 
zontale a que le point a. a' de la droite ac.a'c'. 
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ONZIÈME LEÇON 

MOUVEMENTS DE ROTATION 



143. On donne les projections d*un point, d'une droite^ 
les traces dun plan sur les deux plans de projection; on fait 
tourner ces figures dune quantité angulaire donnée et dans 
un sens donné autour d*un axe vertical: on demande les pro- 
jections du point, de la droite, les traces du plan après ce 
mouvement de rotation. 

Lorsqu'un point A (fig. 113) tourne autour d'un axe 0^, 
il décrit un arc de cercle dont le centre est le pied C de 
la perpendiculaire menée de A sur Taxe et dont le rayon 
est cette perpendiculaire AC. Sur un plan quelconque MN 
perpendiculaire à Oz, Taxe est projeté au point 0, où il 
perce le plan, et l'arc AB décrit par le point A se pro- 
jette en vraie grandeur suivant Tare ab décrit par sa pro- 
jection a, et tel que l'angle au centre correspondant aOb 
soit égal à l'angle du mouvement de rotation et dans le 
sens indiqué pour le mouvement. 

V Soient o, o'%' (fig. 114) les projections d'un axe ver- 
tical, a, a' celles d'un point qui doit tourner autour de 
Taxe d'une quantité angulaire a dans le sens indiqué par 
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la flèche m; lare horizontal décrit par le point a. a' de 
l'espace sera projeté verlicalement suivant une parallèle 
a'a!^ à la ligne de terre, horizontalement suivant Parc aa^ 
correspondant à un angle au centre aoa^=zx; Textré 
mité a^ de l'arc est la nouvelle projection horizontale du 
point; on en déduit sa projection verticale a\. 

2"" S'il s'agit d'une droite, on applique la construction 
précédente à deux de ses points et Ton joint par des droites 
les nouvelles projections obtenues. 

Sur la figure 115, la construction a été appliquée au 
point p.p' pied de la perpenliculaire commune à la 
droite donnée bh.b'h' et à l'axe, puis à la trace horizon- 
tale fcde cette droite. Avec celte disposition, la projection 
horizontale nouvelle p^ h^ étant perpendiculaire à op^, le 
point h^ est déterminé par un arc de cercle, sans qu'il 
soit nécessaire de construire Pangle au centre. 

Sur la figure 116, la construction a été appliquée à deux 
points a,a\hM de la droite également distants de Taxe ; 
avec cette disposition, l'arc décrit par l'un des points est 
égal à l'arc décrit par l'autre. 

3* S'il s'agit d'un plan, on détermine les projections 
d'une droite et d'un point du plan après le mouvement 
de rotation; on est ainsi ramené a conslruire les traces 
d'un plan déterminé par un point et une droite. 

Soit le plan P$Pj (fig. 117), qui doit tourner autour de 
l'axe vertical o,o*%' dans le sens indiqué par la flèche m 
et d'une quantité angulaire a; cherchons ce que devient 
la trace horizontale PS. Menons or perpendiculaire à Pa. 
Après le mouvement, or est devenu or^, égal à or et faisant 
avec om l'angle a ; PS perpendiculaire à or devient pQ 
perpendiculaire à or^ ; pour avoir un point de la nouvelle 
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position, considérons celui où Taxe perce le plan PSP^. 
Ce point o . c' reste immobile dans le mouvement de rota- 
tion, et le plan QpOi déterminé par ce point et la trace 
horizontale Qp est le plan demandé. 

On obtiendrait de même les projections d'une figure 
après un mouvement de rotation autour d'un axe perpen- 
diculaire au plan vertical de projection. 

144. Si l'axe de rotation a une position quelconque, 
on peut se proposer de résoudre les mêmes problèmes 
relativement à cet axe. Voici la solution générale pour 
obtenir les projections d'un point quelconque après ce 
mouvement de rotation : 

On rabat sur un plan horizontal le plan mené par le 
point perpendiculairement à Taxe ; on cherche les rabat- 
tements du point de l'espace et du point de rencontre 
de l'axe avec le plan ; de ce dernier point comme centre 
avec sa distance à l'autre pour rayon, on décrit sur le 
plan de rabattement l'arc indiqué par le sens et par l'angle 
du mouvement de rotation ; on relève le plan et on dé- 
termine les projections de Textrèmitc de l'arc. 

Dans la pratique, on évite ce mouvement, qui donne 
lieu à des constructions trop compliquées; on préfère em- 
ployer un changement de plan combiné avec un mouve- 
ment dé rotation, dé manière à ramener l'axe dans une 
position perpendiculaire à l'un des plans de projection; 
on peut aussi avoir recours à deux mouvements de rota- 
lion autour de deux axes, Tun vertical, l'autre perpendicu- 
laire au plan vertical de projection. 

Si Ton veut, par exemple, faire tourner une droite quel- 
conque aulour d'un axe de manière à la rendre verticale, 
au lieu d'effectuer un seul mouvement de rotation autour 
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d'un axe perpendiculaire au plan vertical projetant de 
celte droite, on peut faire tourner la droite d'abord au- 
tour d'un axe vertical de manière à la rendre parallèle au 
plan vertical de projection, puis autour d'un second axe 
perpendiculairement à ce plan vertical de manière^à la 
rendre verticale. 

Application. 

145. Déterminer la plus courte distance de deux droites 
A.A',B.B'(ng. 118). 

Prenons pour axe la verticale o.oV qui passe par le 
point commun aux projections horizontales A et B des 
deux droites, et qui par conséquent rencontre ces droites 
en o.o'y o.o". Amenons d'abord la droite A. A' dans une 
position parallèle au plan vertical de projection. La pro- 
jection horizontale A devient A^ parallèle à la ligne de 
terre; un point c. c'de cette droite devient c^.c\y le point 
o.o' ne bouge pas.; o'c\ ou A'^ est alors la nouvelle pro- 
jection verticale de A. A'; dans ce njouyement, le point 
d.d' de B.B', situé à la même distance de Taxe que c.c^, 
devient d^ . d\ ; le point o .o" de cette droite ne bouge pas ; 
les projections nouvelles de B.B' sont donc odj, o^d'^ 
ou B,, B',. 

Prenons la perpendiculaire au plan vertical qui passe 
par le point e\ Commun à A.\ et B\, pour second %ixe de 
rolatioi) ; les points k.e' ele.e\o\x les deux droites A^ . A'^, 
B^.B'j rencontrent cet axe, ne bougeront pas. Rendons la 
droite A^.A^ verticale; cette droite aura alors pour pro- 
jection horizontale le point A, et pour projection verticale 
e'X\ perpendiculaire à la ligne de terre. Dans ce mouve- 
ment, un point de A^ . A'^ projeté en f^a décrit un arc f^f^ 
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correspondant à Tangle au centre f^e^f^; le point g^.g\ 
de B^.li\, situé à la même dislance de l'axe, est devenu 
g^.g\; la droite B^.B'^ a alors pour projections ejf,, e'g\ 
ou B„ B',. La plus courte distance des deux droites esi 
alors projetée horizontalement en vraie grandeur suivant 
la perpendiculaire A,/, menée du point A, sur B, ; la 
projection verticale de cette droite est l\m\ parallèle à la 
ligne de terre. Les projections verticales sur B\ et A'^ des 
extrémités de la plus courte distance sont i\ et m\, obtenues 
au moyen d'arcs de cercle décrits du point e' comme cen- 
tre avec e'/', et e'm, pour rayons; les projections verti- 
cales de ces mêmes points sur B' et A' sont i' et m\ obte- 
nues au moyen de parallèles menées par l\ et m\ à la 
ligne de terre; des projections verticales /', mf on déduit 
les projections horizontales / et m; m/, mT sont les pro- 
jections de la plus courte distance cherchée. 
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DOUZIÈME LEÇON 

QUESTIONS RELATIVES A U SPHËUE 



146. Mode de REPRÉsEasTATiow. On représente une sphère 
sur deux plans de projection par les projections de ses 
deux grands cercles, qui sont respectivement parallèles à 
ces plans. 

Ainsi, sur la figure H9, les deux circonférences égales 
oa, d d représentent une sphère de rayon oa et dont le 
centre est o . o'. La circonférence oa est la projection hori- 
zontale du grand cercle horizontal dont la projection ver- 
ticale est le diamètre db\ parallèle à la ligne de terre ; la 
circonférence d d est la projection verticale du grand 
cercle parallèle au plan vertical de projection et dont la 
projection horizontale est le diamètre db^ parallèle à la 
ligne de terre. 

147. Remarque. Toute section faite dans la sphère par 
un plan horizontal vdd est une circonférence dont le 
centre est sur la verticale menée par le centre de la sphère 
et par suite projeté horizontalement en o; cette section 
est projetée verticalement suivant w!t\! parallèle à la ligne 
déterre et limitée à la circonférence o'a', horizontalement 
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suivant une circonférence de diamètre mn=m'n', concen- 
trique avec la projection du grand cercle horizontal de la 
sphère. Celle circonférence, quand son plan ne passe pas 
par le cenlre, est plus petite qu'une circonférence de 
grand cercle; donc aucun point de la sphère ne peut 
avoir de projection horizontale en dehors de la circonfé- 
rence oa. 

Les mêmes observations sont applicables à la projec- 
tion verticale. 

PROBLÈME^. 

148. On donne la projection horizontale c d'un point si- 
tué sur la surface d'une sphère : trouver la projection ver- 
ticale de ce point (fig. H9). 

Le cercle horizontal de la sphère qui passe par le point 
projeté en c est projeté horizontalement en vraie gran- 
deur suivant la circonférence mcn ; le point de cette cir- 
conférence projelé horizontalement en m sur aft, diamètre 
parallèle àitt/, a sa projection verticale m' ou m\ sur la 
circonférence a'o' (146), et par suite m'n' ou m'^n/ est la 
projection verticale de la circonférence considérée; le 
point projelé en c, qui est situé sur cette circonférence, a 
donc su projection verticale en c' ou c\ au point de ren- 
contre de mfn' ou m\n\ avec la perpendiculaire menée 
par c à la ligne de terre. 

On pouvait prévoir a priori qu'il y a deux projections 
verticales correspondantes à la projection horizontale c, 
car la verticale menée par un point quelconque pris dans 
rintérieur de la circonférence oa rencontre la sphère en 
deux points. 

Quand le point c est sur la circonférence oa^ la verli- 
cale menée par ce point ne louche plus la sphère qu'en 
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un point sur le grand cercle horizontal ; cette verticale 
est alors tangente à la sphère. On peut donc considérer la 
circonférence oa comme la trace horizontale d'un cylindre 
vertical circonscrit à la sphère : on l'appelle contour appa- 
rent horizontal; de même, la circonférence o'a' sur le plan 
vertical est dite contour apparent vertical de la sphère. 

On détermine de la même manière la projection hori- 
zontale d'un point de la sphère dont on connaît la pro- 
jection verticale. 

^ PROBLÈME. 

149. Déterminer les projections de Pintersection (Tune 
sphère o.o' et d'un p/an PaP^. 

1*" Supposons d'aJ)ord le plan PaP^ (fig. 120) perpen- 
diculaire au planverlical deprojeclion. L'intersection est 
une circonférence dont le centre ce' est le pied delà per- 
pendiculaire menée du centre o,o' de la sphère sur ce 
plan ; cette circonférence, dont le plan est perpendiculaire 
au plan vertical, est projetée verticalement suivant la por- 
tion m'n' de la trace verticale de ce pkin comprise dans le 
contour apparent vertical de la sphère et qui est égale à 
son diamètre; on peut obtenir alors les projections ho- 
rizontales d'autant de points que Ton veut de cette circon- 
férence*. 

Il est important de reconnaître s'il y a des points de 
rintersection sur le contour apparent horizontal de la 
sphère. Ces points sont projetés verticalement sur a'b\ 

* La projection horizontale de cette circonférepce est une ellipse dont le 
centre est c, dont le {^rand axe, égal à un diamètre et par conséquent à 
m'n', est parallèle à la trace horizontale Padu plan PaP*, et dont le petit 
axe, dirigé suivant oc, a pour extrémités les points m et n, projections ho- 
lizontalcs des points de la circonférence projetés verticalement en m 
et «'(146). 
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projection du grand cercle horizontal de la sphère (146), 
el sur la trace verticale aPj, du plan, et par suite à leur 
point de rencontre d! ; à cette projection verticale d! cot - 
respondent les deux projections horizontales d^, d,, qri 
sont les points cherchés. 

Ponctuation. L'arc d^md,, projection horizontale d'un 
arc projeté verlicalement en m'd\ doit être représenté 
comme ligne vue, puisque Tare correspondant de l'espace 
appartient à la moitié supérieure de la sphère; lare d^nd^, 
correspondant à la projeclion verticale d^n\ doit être re- 
présenté en ponctué, puisque l'arc dont il est la projec- 
tion est situé sur la moitié inférieure de la sphère. 

2*" Supposons le plan sécant PaP^ dans une position 
quelconque (fig. 121). — On ramène ce cas au précédent 
au moyen d*un plan vertical ^auxiliaire perpendiculaire au 
plan PaPj. Prenons ce plan auxiliaire passant par le centre 
de la sphère et rabattons-le autour de son horizontale x^y^ 
qui passe par ce centre. La nouvelle projeclion verticale 
et la projection horizontale de la sphère se confondront 
après le rabattement; pour rabattre la trace du plan PaP^ 
sur ce plan auxiliaire, nous déterminerons le point d où 
la charnière x^y^ projetée verticalement en o' g' ren- 
contre ce plan ; le point d leste immobile ; le point du 
plan PaPj, projeté horizontalement en o, à pour projection 
verticale ^; ce point se rabat sur oE perpendiculairement 
à x^y^ à la distance oE=o'^' de o; dE est donc la nou- 
velle trace verticale du plan PaP^ ; on a donc, comme dans 
le cas précédent, la projection, verticale m"n" de Tinter- 
section; on en déduit la projection horizontale ambn. 
Les points d^ et d, du contour apparent sont donnés 
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çn comme précédemment par leur projection verticale com- 

j mune m sur le plan vertical auxiliaire*. 

"^ On fera une construction tout à fait analogue pour dé- 

terminer la projection verticale de l'intersection*. 

PROBLÈME. ' 

150. Déterminer les projections de r intersection de deux 
sphères 0.0\ C.C. 

1** Supposons d'abord la ligne des centres oc.oV 
(fig. 425) parallèle au plan vertical de projection. L'in- 
tersection des deux sphères est une circonférence dont le 

' La partie de l'intersection représejjtée vue sur le plan horizontal est 
l'arc d^rdi, car la projection verticale correspondante dird^ montre que 
l'arc dont il est la projection est situé sur la partie supérieure de la sphère; 
de mênîe l'arc h*d/k^ correspond à la partie vue sur le plan vertical. 

• Si l'on veut se dispenser de répéter la construction précédente, on 
peut déterminer facilement les axes de la projection verticale. Le centre c* 
de cette projection est sur o' /', projection verticale de la perpendiculaire 
à PaPj menée par le centre de la sphère et sur la perpendiculaire ce' me- 
née à la ligne de terre par la projection horizontale c du centre de la sec- 
tion. Le grand axe passe par ce point c\ qui est son milieu ; il a une gran- 
deur égale, au grand axe de la projection horizontale et il est parallèle à la 
trace verticale «P, du plan sécant (152). Le point de l'intersection projeté 
horizontalement en d^ et situé sur le grand cercle horizontal se projette 
en d'^. On a donc à construire une ellipse dont on connaît un axe et un 
point. Voici une construction simple qui permet avec ces données d'obtenir 
le second axe. Soit AB (fig. 12^2) un axe d'une ellipse et M un point de la 
courbe; menons par le point milieu de AB la perpendiculaire CD à AB; 
du point M comme centre avec OB pour rayon décrivons un arc de cercle 
qui coupe CD en E; joignons £M et prolongeons cette droite jusqu'au point F 
de rencontre avec AB ; MF est la moitié du second axe. 

On peut du reste déterminer directement une extrémité du petit axe on 
se servant de la projection horizontale de la circonférence; c'/', direciion 
de ce petit axe, est la projection verticale d'une droite du plan PaP|, dont 
la projection horizontale est cl; le point de cette droite qui appartient à la 
circonférence d'intersection a sa projection horizontale r sur l'ellipse pro- 
. jection horizontale de la circonférence ; la projection verticale correspon- 
dante r' est un point de la projection verticale de l'intersection située sur 
la direction du petit axe ; r' est donc un sommet. 
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plan est perpendiculaire à la ligne des centres, et par suite, 
dans le cas considéré, perpendiculaire au plan vertical de 
projection; cette circonférence est donc projetée verti- 
calement suivant une ligne droite ; on a d'ailleurs deux 
points a', V de cette projection aux points de rencontre 
des circonférences projections verticales des sphères, car 
ces circonférences sont les projections verticales des 
grands cercles des deux sphères situés dans le plan verti- 
cal de la ligne des centres ; a'b' est donc la projection 
verticale de la circonférence d'intersection. On en déduit 
facilement (161) la projection horizontale adb, qui est une 
ellipse dont on a les deux axes. 

Ponctuation. On obtient les projections horizontales 
e^y e,, /*4, /*, des points de Tintersection qui sont sur les 
circonférences de contour apparent des deux sphères en 
menant des perpendiculaires à la ligne de terre par les 
points de rencontre e' et f de.a'b' avec les projections 
verticales des grands cercles horizontaux c'n\ o'vl des 
deux sphères. 

La partie de l'intersection qui est vue en projection 
horizontale est celle qui se trouve à la fois sur les moi- 
tiés supérieures des deux sphères, ou simplement sur la 
moitié supérieure de la sphère dont le centre est le plus 
élevé. Cet arc projeté verticalement en a'f ^ P^^^ï* V^^' 
jection horizontale /^a/i. 

Pour les contours apparents des sphères, on remar- 
quera sur la projection verticale que l'arc projeté en dm'V 
de la sphère o,o\ étant situé dans Tintérieur de la sphère 
ce', est caché. Il en est de même deTarcprojetéena'n'fc' 
appartenant à la sphère ce'. 

En projection horizontale, comme le centre de la sphère 
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ce' est plus élevé que celui de la sphère o . o', Tare rgl du 
contour apparent de. cette sphère intérieur au contour 
apparent de la sphère c.<f est caché; sur la sphère ce' 
Tare f^of^ compris entre les points /i et f, de l'intersection 
est caché, car cet arc est la projection de la partie du 
grand cercle horizontal de la sphère c . c' qui est contenue 
dans rintérieur de la sphère o,o\ 

2° Supposons la ligne des centres oc.&d dans une 
position quelconque (fig. 424); on ramène ce cas au 
précédent au moyen d'un plan vertical auxiliaire paral- 
lèle à cette ligne. Prenons pour plan auxiliaire le plan 
vertical passant par la ligne des centres et rabattons ce 
plan autour-de son horizontale x^y^^ qui passe par le 
centre inférieur o,o\ Après le rabattement, la projection 
verticale de cette sphère et sa projection horizontale se 
confondront ; le centre c . c' de la seconde sphère se projet- 
tera en c" sur une perpendiculaire c& à x^y^ et à une dis • 
tance de cetle ligne égaln à d^^ distance du centre ce' au 
plan horizontal qui passe par o.o' , On pourra donc con- 
struire la projection de la sphère cc^ sur le nouveau plan 
vertical. Dans cette position, on a une projection verticale 
rectiligne m'n' de l'intersection; on en déduit (142) la 
projection horizontale wrn. 

On construit de la même manière la projection verti- 
cale de cette intersection. 

. On distingue, cx)mme dans le cas précédent, les parties* 
vues et les parties cachées sur les deux plans de projec- 
tion. 

PROBLÈBfE. 

151. Déterminer les points communs à trois sphères 
0/,0„0,. 
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\^ Supposons le plan des trois centres horizontal 
(fig. 125). Afin de ne pas compliquer la figure, nous 
n'avons représenté que les projections horizontales des 
sphères. Les points communs aux trois sphères sont si- 
tués sur les intersectipns des sphères prises deux à deux. 
L'intersection des sphères 0^ et 0, est projetée horizon- 
talement suivant la corde aft, celle des sphères 0^ et O^ 
suivant la corde cd; le point m commun à ab et cd est la 
projection horizontale des points cherchés ; ces points se 
trouvent sur la verticale menée par m aux points de ren- 
contre avec les circonférences projetées en ab et cd; si l'on 
rabat Tune d'elles autour de son diamètre oft, on aura les 
rabattements M^ et M, des pt)ints de rencontre et leur dis- 
tance M^m ou M, m au plan horizontal ; ces points seront 
donc projetés verticalement en m\ et m\ à d^s distances 
de CtO', égales à M, m. 

152. Remarque L L'intersection des sphères 0, et 0, 
contient aussi les points communs aux trois sphères ; la 
projection horizontale ef de cette intersection contient 
donc le point m commun à ab et cd; on ai donc la démon- 
strafion de ce principe de géométrie plane : Si trois cir- 
conférences se coupent, leurs cordes corùmunes s^ou- 
penl en un même point ; cas particulier de ce principe 
général : Les axes radicaux de trois circoaférences se cou- 
pent on un même point. 

Remarque IL Le problème précédent revient à détermi- 
ner le sommet d'une pyramide triangulaire dont on a la 
base 0^0,0, elles trois arêtes latérales qui sont les rayons 
des trois sphères. 

2* Supposons les trois centres placés d'une manière 
quelconque (fig. 426). Pour ne pas compliquer la figure, 
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nous n'avons représenté que les projections des trois 
centres Oj.o/^Oj.o',, o^.o\, et nous avons indiqué à part 
les longueurs R^, R, et Rj des trois rayons. Le plan des 
trois centres a été rabattu autour de son horizontale 
^i!/i • ^\y\i 9"' passe par le centre o^,o\ ; les centres 0^, 0. 
sont devenus w,, w,; les points communs sont projetés 
sur le plan de ce rabattement en [x^ et sont distants de ce 
plan de [x^M^ ; si on relève le plan des trois centres et si on 
rabat autour de sa trace, sur le plan horizontal o\\j\^ le 
plan vertical engendré par [a^, l'intersection de ce dernier 
plan et du plan des trois centres est rabattue suivant 
r[jL, et la perpendiculaire au plan des trois centres sui- 
vant [xM=[XjMj; Tun des points cherchés rabattu en M 
donne les deux projections m^, m\ ; Tautre rabattu en M, 
donne les projections m^, m\. 

PROBLÈME. 

153. Déterminer les points de rencontre d'une droite et 
d'une sphère. 

Si par la droite on mène un plan quelconque, ce plan 
coupe la sphère suivant une circonférence sur laquelle se 
trouvent les points demandés ; il sliffit donc de prendre 
les points communs 5 cette circonférence et à la droite 
donnée. 

On peut employer commeplan auxiliaire l'un des plans 
projetants de la droite ; nous laissons au lecteur le soin 
d'exécuter cette construction très-facile. Nous allons faire 
voir qu'il est encore plus simple d'employer comme plan 
auxiliaire le plan du grand cercle déterminé par la 
droite. 

Soient o, & (fig. 127) les projections du centre de la 
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sfhèire et aft, afV celles de la droite; si Ton rabat le plan 
de 0,0' et ab.a'b' autour de son horizontale ocole!^ qui 
passe par le centre, pour le rendre horizontal, le grand 
cercle d'intersection avec la sphère coïncide avec le grand 
cercle horizontal ; la droite se rabat suivant eh^ obtenue en 
joignant le point e situé sur la charnière au point h^ ra- 
battement d'un de ses points t. ft'; les points rj,^^, com- 
muns keh^ et à la circonférence, sont les rabattements 
des points demandés t,t\ p,p'. 

Ponctuation. La partie rp.fp' de la droite comprise dans 
l'intérieur de la sphère est cachée sur les deux plans de 
projection; sur le plan horizontal rm est la projection 
d'une partie de la droite cachée par la sphère, car le 
point projeté en r est situé sur la moitié inférieure de la 
surface, ce qu'indique sa projection verticale r' située 
au-dessous de la projection verticale c'd' du grand cercle 
horizontal; pn est la projection d'une partie vue, car le 
point p.j)' est situé sur la moitié supérieure de la sphère. 
Par des considérations semblables on reconnaît en pro- 
jection verticale que r'jf' doit être représenté en ligne 
pleine et l'p' en ponctué. 
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PLANS TANGENTS A LA SPHERE 



154. Définitions. Un plan tangent h une sphère est un 
plan qui n'a qu'un point commun avec celte sphère. On 
démontre en géométrie élémentaire que ce plan est per- 
pendiculaire à Textrémité du rayon qui passe par le point 
de contact. 

Un plan tangent à un cône ou à un cylindre de révolu- 
tion est un plan qui n'a qu'une génératrice commune 
avec la surface du cône ou du cylindre. Celte génératrice 
commune est appelée génératrice de contact, 

THÉORÈME. 

155. Tout plan MN (lig. 128) mené par une génératrice 
SA d'un cône de révolution perpendiculairement au plan 
SAO de cette génératrice et de ïaxe SO est un plan tangent 
au cône. 

En effet, si l'on mène un plan quelconque PQ perpendi- 
culaire à Taxe, ce plan est aussi perpendiculaire au plan 
SAO qui contient Taxe ; donc son intersection AD avec le 
plan MN est perpendiculaire au plan SAO, et par suite à 
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AO qui passe par son pied dans le plan ; AD est donc une 
tangente à la circonférence d'intersection du plan PQ avec 
le cône ; donc toutes les génératrices du cône autres que 
SA, rencontrant cette circonférence en dehors du plan MN, 
sont nécessairement situées hors de ce plan, qui les laisse 
toutes d'un même côté. 

THÉORÈME. 

156. Réciproquement tout plan MN (fig. 128) tangent à 
un cône de révolution est perpendiculaire au plan SAO mené 
par rose SO et la génératrice de contact SA. 

En effet, si l'on mène un plan quelconque PQ perpendi- 
culaire à Taxe, ce plan coupe le plan MN suivant une droite 
DA tangente à la circonférence OA d'intersection avec le 
cône, car si DA coupait cette circonférence en deux points, 
le pian MN contiendrait les deux génératrices passant par 
ces points et ne serait pas tangent; le rayon AO est donc 
perpendiculaire à DA ; SA est perpendiculaire à la même 
droite d'après le théorème des trois perpendiculaires ; DA 
est donc perpendiculaire au plan SAO, et par suite il en 
est de même du plan MN qui contient DA. 

THÉORÈME. 

157. SU* on coupe un cône de révolution par un plan PQ 
(fig. 128) perpendiculaire à taxe et si Von mène une tangente 
AD à la circonférence dHntersection^ le plan de cette tangente 
et de la génératrice SA qui passe par le point de contact est 
tangent au cône. 

En effet, la tangente DA, située dans le plan PQ perpen^ 
diculaire au plan SAO, est perpendiculaire à ce plan SAO, 



Digitized by VjOOQ IC 



116 GËOIIËTRIE DESCRIPTIVE. 

puisqu'elle est perpendiculaire à leur intersection ÂO ; 
donc le plan MN mené suivant DA est perpendiculaire au 
plan SAO, et par suite est tangent au cône (155). 

Les principes que nous venons de démontrer relativer 
ment au cône s'appliquent également au cylindre de révo- 
lution; on les démontre de la même manière. 

CÔIŒ CIRCONSCRIT A UKE SPHÈRE. 

158. Par le centre d'une sphère (fig, 129) et un point 
quelconque A on fait passer un plan; on mène dans ce 
plan par le point A une tangente à la circonférence d'in- 
tersection ; si Ton fait tourner la figure ainsi obtenue au- 
tour de OA, la circonférence engendre la sphère, la tan- 
gente AB, un cône de révolution, et le point de contact B, 
une circonférence commune au cône et à la sphère ; le 
plan de cette circonférence est perpendiculaire à OA, et 
son centre est le pied C de la perpendiculaire menée de B 
surOA. 

Le cône ainsi engendré est dit circonscrit à la sphère, la 
courbe commune engendrée par le point B est dite la 
courbe de contact; on voit donc, d'après ce qui précède, 
que la courbe de contact d'une sphère et d*un cône circonscrit 
est une circonférence dont le plan est perpendiculaire à la 
droite qui joint le sommet du cône au centre de la sphère. 

THÉORÈME. 

159. Si Von mène en un point quelconque 6 (tig. 129) 
de la courbe de contact d'une sphère et d'un cône circonscrit 
un plan tangent à la sphère^ ce plan est aussi tangent au 
cône. 

En effet, le plan tangent à la sphère au point 6 est per- 
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pendicûlaire au rayon OB et contient la tangente AO ; il est 
donc tangent au cône (155). 

THÉORÈME. 

160. Réciproquement tout plan tangent à un cône drcon- 
scrit à une sphère est tangent à la sphère {fig. 129). 

En effet, soient AB la génératrice de contact et B le 
point où cette génératrice rencontre la circonféreni:,e de 
contact du cône et de la sphère ; le plan OAB est perpendi- 
culaire au plan tangent (156) ; OB, situé dans AOB et per- 
pendiculaire à rintersection AB, est aussi perpendiculaire 
au plan tangent au cône ; le plan tangent au cône est donc 
perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon OB de la sphère. 

Remarque. Si d'un point quelconque pris sur Taxe d'un 
cône de révolution on abaisse une perpendiculaire sur 
une génératrice, il est facile de voir que la sphère décrite 
de ce point comme centre avec la perpendiculaire comme 
rayon est inscrite dans le cône ; on peut donc inscrire une 
intînité de sphères dans un cône de révolution, et alors il 
résulte de ce qui précède que tout plan mené d'un point 
tangentiellement à une sphère est tangent au cône ayant ce 
point pour sommet et circonscrit à la sphère^ et par suite il 
est tangent à toute sphère inscrite dans ce cône. 

CYLINDRE CIRCONSCRIT A UNE SPHÈRE. 

161. Par le centre d'une sphère (fig. 130) et une 
droite donnée A on fait passer un plan, on mène dans ce 
plan à la circonférence d'intersection une tangente paral- 
lèle à A ; si l'on fait tourner la figure ainsi obtenue autour 
de la parallèle à A menée par le centre, la circonférence 
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engendre la sphère, la tangente, un cylindre de révolution, 
et le point de contact C, une circonférence commune au 
cylindre et à la sphère; le plan de cette circonférence est 
perpendiculaire à la droite A et son rayon est le rayon 
même de la sphère. Le cylindre ainsi engendré est dit 
circonscrit à la sphère ; la courbe commune engendrée par 
le point C est la courbe de contact. On peut donc dire, 
d'après ce qui précède, que la courbe de contact d'une sphère 
et d*un cylindre cijrconscrit parallèle à une droite donnée 
est une circonférence de grand cercle dont le plan est per- 
pendiculaire à cette droite, 

162. On démontrerait, comme pour le cône, que si Von 
mène par un point quelconque de la courbe de contact d*une 
sphère et d'un cylindre circonscrit un plan tangent à la sphère j 
ce plan est tangent au eylindrey et que riciproquement tout 
plan tangent au cylindre circonscrit est tangent à la sphère^, 

PROBLÈME. 

165. Déterminer les projections de la courbe de contact 
d'une sph^-e 0.0' (tig.131) et d*un cylindre circonscrit pa- 
rallèle à une droite donnée AA'. 

On a vu (173) que la courbe de contact est une circon- 
iérence de grand cercle dont le plan est perpendiculaire 
à A. A'. • 

Prenons pour plan vertical auxiliaire le plan mené par 
le centre et parallèle à A .A' : la projection de la courbe de 
contact sur ce plan sera une ligne droite ; rabattons-le 

* Les principes qui précèdent, nécessaires aux élèves (|ui doivent borner 
Tétude de la géométrie descriptive à la première partie, deviennent inu- 
tiles à ceux qui les retrouveront comme cas particuliers de principes géné- 
raux développés dans la seconde, 
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autour de son horizonlale o/c, qui passe par le centre ; la 
section faite par ce plan dans la sphère se confondra, après 
le rabattement, avec leconto\ir apparent horizontal de la 
sphère; une parallèle à A . A', menée par un point o.m' du 
plan, se rabat eti m^fc, et les tangentes à la section, suivant 
les tangentes LT, L^T^ à la circonférence rabattue et paral- 
lèles à mj:\ les. points de contact L, L^ sont des points de 
la projection verticale auxiliaire de la courbe de contact ; 
la droite LoL^ est donc cette projection auxiliaire ; on en 
déduit facilement, comme dans le cas d'une section plane 
(149), la projection horizontale correspondante. 

On pourrait en déduire la projection sur le premier 
plan vertical ; mais il est plus simple de déterminer di- 
rectement cette projection, comme on a déterminé la pro- 
jection horizontale. 

PROBLÈME. 

164. Déterminer les projections de la courbe de contact 
ffune spère o . o' et d'un cône circonscrit dont on donne le 
sommet a. a' (fig.132.) 

On a vu (158) que la courbe de contact est une circon- 
férence dont le plan est perpendiculaire à la droite oa . 
o'a' qui joint le centre au point donné a. a'. 

Prenons pour plan vertical auxiliaire le plan projetant 
de oa . o'a' ; sur ce plan la courbe de contact se projettera 
suivant une ligne droite; rabattons-le autour de son ho- 
rizontale oa . o' a, qui passe par le centre ; la section faite 
par ce plan dans la sphère se .confondra, après le rabat- 
tement, avec le contour apparent horizontal de la sphère; 
le pointa :a' se rabattra en A^ sur la perpendiculaire ak^ 
5 flo, à une distance de a égale à a'a, distance du point a a' 
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au plan horizontal qui passe par le centre; si l'on mène 
les tangentes A i m', A^ n' à la circonférence ow', les points 
de contact m' et n' sont des points de la courbe cherchée, 
et la projection de cette courbe sur le plan auxiliaire est 
m' n'; on en déduit, comme dans le cas précédent, la pro- 
jection horizontale. ^ 

On détermine de la même manière la projection verti- 
cale de la courbe de contact. 

PROBLÈME. 

165. Mener à une sphère un plan tangent par un point 
de la surface. 

Il suffit de joindre le point donné au centre de la sphère 
et de mener par ce point un plan perpendiculaire à la 
droite ainsi déterminée (120.) 

PROBLÈME. 

166. Mener à une sphère un plan tangent parallèle à un 
plan donné. 

On mène par le centredela sphère une perpendiculaire 
au plan; on prend sur cette perpendiculaire, de part et 
d'autre, à partir du centre, des longueurs égales au 
rayon ; les extrémités sont les points de contact cherchés ; 
il suffit de mener par ces points des plans parallèles au 
plan donné. 

PROBLÈME. 

167. Mener par une droite A un plan tangent à une 
sphère 0. 

^ Première solution. Menons par le centre (fig. 133) 
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de la sphère un plan perpendiculaire à la droite A ; par le 
point C où la droite A perce ce plan, menons une tangente 
CD à la circonférence d'intersection avec la sphère, le 
plan de cette tangente et de la droite A est le plan tangent 
cherché. 

En effet, si l'on mène le rayon OD, ce rayon est dans 
un plan perpendiculaire à AC ; il est perpendiculaire à la 
tangente CD qui est Tinlersection de ce plan et du plan 
ACD: il est donc perpendiculaire à ce dernier, et par suite 
ACD, à l'extrémité d'un rayon OD, est tangente la sphère. 

Soient o . o' la sphère (fig. 134) et ab.afb' la droite 
données ; prenons pour plan auxiliaire de projection le 
plan vertical projetant de la droite et rabattons ce plan 
autour de son horizontale iDij/^ située dans le plan horizon- 
tal du centre de la sphère ; la nouvelle projection de la 
droite est ca^, obtenue en joignant le point c où elle ren- 
contre la charnière à la projection a^ d'un de ses points 
a. a' ; la trace verticale auxiliaire du plan mené du cen- 
tre o.o' perpendiculairement à aft. a' ft' est Oid perpen- 
diculaire à cui ; le point de rencontre de ce plan avec 
ab .a'V est g^ . jf .flf'; si Ton rabat ce plan auxiliaire do^ o 
autour de oo^ sur le plan horizontal qui passe par le cen- 
tre, la circonférence d'intersection avec la sphère coïncide 
avec le contour apparent horizontal ; le point g^ vient en 
G^, et la tangente à la circonférence d'intersection est G^/j. 
Celte droite rencontre la charnière oo^ en r ; si on relève 
le plan, le point r ne bouge pas et la tangente Ifi^r a pour 
projections rgiy cj'ï ; le plan de cette droite eXàtah.a'V 
est le plan tangent cherché. — Sur la figure on a déter- 
miné la trace horizontale ^P de ce plan en menant par la 
trace horizontale /*de ab,a'V une parallèle à Thorizontale 
CT du plan. 
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Yérificatioii. Si Ton joint le point de contact / ./' au cen- 
Ire, les projections /o,f o'du rayon ainsi déterminé doi- 
vent être perpendiculaires aux traces Pp, P^p du plan tan- 
gent. 

Il y a généralement deux solutions, car on peut en géné- 
ral mener deux tangentes du point G^ à la circonfé- 
rence 0. 

Di-nxiÈME SOLUTION. Cîrconscrivons à la sphère un cône 
ayant pour sommet un point de la droite donnée; un plan 
mené par la droite tangentiellement à ce cône satisfait à 
la question. 

Soient o.oMa sphère (fîg. 135) et a'b.a'V la droite 
données. Nous prendrons pour sommet du cône circon- 
scrit le point ccf Aeah .a'V situé dans le plan horizon- 
tal qui passe par le centre de la spère, afin que l'axe du 
cône, étant horizontal, la courbe de contact qui est dans 
un plan perpendiculaire à cet axe se projette horizontale- 
ment suivant une ligne droite mn; la droite donnée a6 . cfV 
rencontre le plan vertical de cette base en un point e.e' ; 
ai de ce point on mène une tangente à la circonférence 
projetée suivant mw, le plan de cette tangente et de la 
droite donnée satisfait à la question (108). Pour détermi- 
ner cette tangente, rabattons le plan vertical de la base 
autour du diamètre horizontal mn sur le plan horizontal 
qui passe par le centre de la sphère ; le point e.ef vient se 
placer en E sur la perpendiculaire ^E à mn^ à une distance 
de e égale à e^, distance du point a . ^' au plan horizontal 
mené par le centre ; la circonférence, base du cône, se ra- 
bat suivant la circonférence décrite sur mn comme dia- 
mètre; la tangente rabattue est Ejf, qui rencontre la char- 
nière en g ; si on relève, le point g reste immobile, cg est 
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une horizontale du plan langent ; on a donc la trace hori- 
zontale de ce plan en menant par la trace horizontale a de 
la droite donnée une parallèle àP a cg; on en déduit fa- 
cilement la trace verticale aPi. 

VÉraFicATi'oN. Le point R de contact de Eg et de la cir- 
conférence mn est le rabattement du point de contact du 
plan tangent et de la sphère. Ce point a pour projections 
r, / ; si Ton joint ce point au centre, or, o'r' sont les 
projections du rayon qui passe par le point de contact : 
elles doivent donc être perpendiculaires aux traces du plan 
PaP,. 

F^e problème admet deux solutions ; nous n'en avons 
figuré qu'une seule sur l'épure. 

PROBLÈME. 

168. Mener par un point donné un plan tangent commun 
à deux sphères. 

Lemme. Tout plan tangent commun à deux sphères passe 
par un centre de similitude de ces sphères. 

Soient en effet 0^ et 0, (fig. 136) les centres des deux 
sphères de rayons R^ et R,, A et B leurs points de con- 
tact avec un même plan tangent. Si Ton mène les rayons 
OjAjOjB, ces rayons perpendiculaires à un môme plan sont 
parallèles et par suite situés dans un même plan ; les droi- 
tes AB et OjO, prolongées, s'il est nécessaire, se coupent ; 
soit C leur point de rencontre, 0^ A et 0,B étant parallèles, 
on a la proportion : 

CO, OjA R, 
CO, 0,8 ' Rj' 

Le point C est donc le centre de similitude directe. 
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Si les points de contact étaient situés de côtés différents 
de la ligne des centres, on aurait un plan tangent passant 
par le centre de similitude inverse. 

Si donc on veut mener par un point H un plan tangent à 
deux sphères 0^ et 0,, il suffit de joindre le point M à un 
centre de similitude et de faire passer par la droite ainsi 
menée un plan tangent à l/une des sphères. 

NoMERE DES SOLUTIONS. Lcs sphères ont deux centres de 
similitude que l'on peut joindre au point donné; par cha- 
cune de ces droites on peut mener deux plans tangents à 
l'une des sphères (167) ; le problème est donc susceptible 
de quatre solutions. 

THÉORÈME. 

169. Mener un plan tangent commun à trois sphères. 

Soient 0^, 0„ 0, (fîg. 137) les trois sphères données; un 
plan tangent demandé doit être tangent aux sphères 0^ et 
0,; il doit donc passer par un des cenires de similitude e 
ou Cj de ces deux sphères ; ce plan doit être tangent aux 
sphères 0^ et 0,, il doit donc passer par un de leurs centres 
de similitude y ou Yi ; le plan demandé doit donc passer 
par deux points déterminés, et par suite par la droite qui 
les joint; on est donc ramené à faire passer par une droite 
un plan tangent à l'une des trois sphères. 

NoMRRE DES SOLUTIONS. Ou ost conduit d'abord à mener un 
plan tangent à deux sphères 0,, 0, par un centre de simi- 
litude c ou c^ des deux sphères 0^, 0,. Par chacun des 
points c, Cj il esl possible de mener quatre plans tangents 
communs aux deux sphères 0^, 0, ; le problème peut donc 
admettre huit solutions. 
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170. Remarque I. Un centre de similitude c dea sphères 
0^ et 0, et un centre de similitude y des sphères Oj et 0^ 
sont situés dans lun des plans tangents communs aux 
trois sphères ; la droite cy î"î l^s joint est donc i'inter 
section de ce plan tangent et du plan des trois centres. Si 
Ton joint les points où ce plan langent touche les sphères 
0, et Oj, le centre de similitude g^ où cette droite ren- 
contre OiO„ est situé à la fois dans le même plan tan- 
gent et dans le même plan des trois centres ; il est donc 
situé sur leur intersection, c'qst-à-dîre sur la droite cy' 
qui joint les deux premiers centres de similitude. Donc 
trois sphères quelconques ont toujours deux de leurs centres 
de similitude en ligne droite avec un troisième. 

Nous avons vu (168) qu'il peut y avoir huit plans tan- 
gents communs à trois sphères ; ces huit plans symétriques 
deux à deux par rapport au plan des trois centres onnent 
quatre droites distinctes d'intersection; donc les centres 
de similitude de trois sphères se trouvent trois à trois sur 
quatre droites. 

L'une de ces droites est celle qui joint les centres de 
similitude directe, les trois autres senties côtés du triangle 
qui a pour sommets les centres de similitude inverse ; cha- 
cun des côtés prolongés de ce triangle doit donc passer par 
un centre de similitude directe. 

171. Remarque II. Les centres de similitude des trois 
sphères considérées ne sont autre chose que les centres de 
similitude des trois circonférences de grand cercle situées 
dans le plan des trois centres : le principe précédent s'ap- 
plique donc aux centres de similitude de trois circonfé- 
rences quelconques situées dans un même plan 
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PROBLKMES SUR U SPHÈRE 

172. Circonscrire une sphère à un tétraèdre. 

Le lieu géométrique des poinls de l'espace également 
distants de deux points donnés A et B est le plan me é 
perpendiculairement à AB par son milieu ; le lieu des 
points de l'espace également distants de trois poinls 
A, B, C est rintersection du lieu précédent avec le plan 
mené perpendiculairement au milieu de CA ou de CB ; 
enfin si l'on veut trouver un point de l'espace également 
distant de quatre points donnés A, B, C, S, il suffit de 
chercher sur la droite, lieu des points également distants 
de A, B, C, le point qui se trouve à égales distances du 
point Sret de l'un quelconque des trois autres; il suffit 
donc de chercher le point de rencontre d'une droite et du 
plan perpendiculaire au milieu de SA, par exemple. le% 
centre delà sphère circonscrite à un tétraèdre étant à égale 
distance des quatre sommets, on pouria le déterminer 
par ce procédé. 

Prenons pour plan horizontal de projection un plan 
parallèle à une face abc (fig. 138) du tétraèdre, et soit 
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S la projection horizontale du sommet ; prenons la ligne de 
terre xy parallèle à la projection horizontale sa d'une arête 
latérale, et soit s'a'Vd la projection verticale du tétraèdre; 
les plans perpendiculaires aux milieux des arêtes ab.a'b\ 
ac.a'c' sont des plans verticaux dont l'intersection est 
une verticale o . o'o'\ qui passe par le centre o de la circon- 
férence cironscrite au triangle abc; le plan perpendiculaire 
au milieu de l'arête sa.sfa'^ parallèle au plan vertical de 
projection, a sa trace verticale p'o' perpendiculaire à s'a' 
et passant par le point p' milieu de cette droite ; le point o' 
de rencontre de p'o'et de la perpendiculaire o'o" à la ligne 
de terre est la projection verticale du centre cherché. Le 
rayon o'c\ de la sphère est la distance du centre o . o' à Tun 
des sommets ce'. 

Remarque. Le centre o.o\ également distant des quatre 
sommets, se trouve dans lous les plans menés perpendicu- 
lairement au milieu des arêtes (48) ; donc les six plans per- 
pendiculaires aux milieux des arêtes d'un tétraèdre con- 
courent au même point. 

PROBLÈME. 

173. Inscrire une sphère dans un tétraèdre. 

Le centre de la sphère cherchée étant à des d istances égales 
des quatre faces, et par conséquent à des distances égales 
des faces considérées deux à deux, est situé dans les plans 
bissecteurs des six angles dièdres formés par les quatre 
faces. Trois de ces plans suffisent pour déterminer le centre, 
pourvu que Ton ne considère pas les trois angles dièdres 
d'un même Irièdre, car dans ce cas les trois plans ont une 
droite commune, lieu géométrique des points de l'espace 
également dislanls des trois faces* 
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Soient SABG (fig. 139) le tétraèdre donné, et le point 
de rencontre des plans bissecteurs des angles dièdres dont 
AB, AC et BC sont les arêtes; ces plans.se coupent suivant 
les droites OA, OB, OC et forment avec la face ABC nne 
pyramide OABC. Un plan parallèle à la face ABC coupe 
cette deuxième pyramide suivant un triangle abc sem- 
blable à ABC ; si Ton détermine les sommets a, b^ c de 
cette section, et si on les joint aux sommets homologues 
A, B, C, les droites Aa, Bfc, Ce seront les arêtes de 
la pyramide OABC et iront concourir au centre cher- 
ché 0. 

Il suffit donc de déterminer la section abc; comme Içs 
côtés de cette section sont parallèles à ceux de ABC, il 
suffit de déterminer un point de chacun d'eux. — Par le 
pied s de la hauteur, menons sp perpendiculaire à AB et 
joignons Sp; Sp est aussi perpendiculaire à AB et Sps est 
l'angle plan qui mesure l'angle dièdre dont AB est l'arête; 
le plan bissecteur est coupé par le plan S^p perpendi- 
culaire à Tarête AB suivant la bissectrice pm de l'angle 
plan Sp^ ; le point m où cette bissectrice rencontre le plan 
sécant auxiliaire est un point de ab ; on opérera de même 
pour les deux autres plans bissecteurs et l'on aura le 
triangle abc. 

Dans la figure précédente, on suppose que le plan auxi- 
liaire parallèle à ABC est situé entre cette face et le som- 
met; comme le centre est inconnu et qu'il peut être à 
une faible distance de ABC, pour être certain de satisfaire 
à cette condition, il faudrait prendre le plan sécant très- 
voisin de ABC, ce qui donnerait des sommets a, b, c très- 
voisins de A, B, C, et par suite peu d'exactitude dans les 
résultats. Pour remédier à cet inconvénient, on prendra 
le plan auxiliaire au delà du sommet par rapport à ABC ; 
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on obtiendra alors une secfion agy semblable à ABC, mais 
dont les côtés parallèles seront dirigés en sens inverses. 
On est toujours certain d'obtenir une section dans cette 
position en faisant passer le plan auxiliaire par le milieu 
de la hauteur. 

Soient «ABC, s'A'B'C (fig. UO) les projections du té- 
traèdre dont la face ABC est dans le plan horizontal de 
projection ; soit m'rt! le plan horizontal auxiliaire. Menons 
par lé sommet le plan vertical sp perpendiculaire à l'a- 
rête AB et faisons tourner ce plan autour de la verticale 
S5 pour le rendre parallèle au plan vertical de projection; 
sp devient sp^, parallèle à la ligne de terre; Tangle Sp5 se 
projette verticalement en vraie grandeur suivant s'p\y et 
la bissectrice de cet angle suivant la bissectrice p\ g\ de 
l'angle 5'p\j/ ; cette bissectrice rencontre le plan auxiliaire 
m'n' au point projeté en j/; la projection horizontale g^, 
qui correspond à jf/, est située sur le prolongement de p^ s ; 
si Ton ramène le plan Sp^s dans sa position première, g^ 
vient se placer sur le prolongement de ps à la distance 
sg=zsg^ des; la parallèle ag, menée du point g à AB, donne 
la projection horizontale d'une section faite par le plan 
w'n' dans une face de la pyramide des plans bissecteurs. 
En opérant de même pour les plans bissecteurs des angles 
dièdres dont BC et AC sont les arêtes, on obtient les pro- 
jections Py ^^ '^Y ^®s deux autres côtés de la section ; le 
point de concours de Aa, Bp, Cy est la projection ho- 
rizontale du centre cherché. Pour avoir la projection ver- 
ticale de ce centre on détermine la projection verti- 
cale Ma d'une arête projetée en Aa, et dont un point 
a. a' est dans le plan auxiliaire 'm!'n!; la projection verticale 
o' du centre est située sur A'a ; le rayon de la sphère est 

9 
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(ùO\ distance du ccnire à la face ABC, qui est dans le plan 
horizontql de projection. 

SPHÈRES TANGENTES AUX QUATRE FACES d'uN TÉTRAÊDHE 

174. Si, au lieu de chercher le centre de la sphère in- 
scrite à un tétraèdre, on veut construire les sphères tan- 
gentes aux quatre faces, il faut considérer non-seulement 
les plans bissecteurs des angles dièdres du tétraèdre, mais 
ceux de leurs suppléments. Cherchons de combien de so- 
lutions le problème est alors susceptible. 

Le lieu géométrique des points de Tespace également 
distants de deux points donnés M et N se compose des 
plans bissecteurs des deux angles dièdres supplémentaires 
formés par ces deux plans ; le lieu géométrique des points 
de l'espace également distants de trois plans M, N et P 
est donné par les intersections du lieu précèdent avec le 
lieu des points également distants du plan P et de l'un 
des deux premiers plans M, N. Le premier lieu se com- 
pose de deux plans, le second de deux autres plans: le 
lieu des points également distants de M, N, et P se com- 
pose donc des quatre droites d'intersection. Si enfin on 
considère un quatrième planQ, les points également dis- 
tants de ce plan et des trois premiers M, N et P seront 
donnés par les points de rencontre des quatre droites 
précédentes avec les deux nouveaux plans bissecteurs qui 
forment le lieu des points de l'espace également distants 
de Q et de l'un des trois premiers plans. Il peut donc 
y avoir huit points de l'espace également distants de 
quatre plans donnés, et par suite on peut généralement 
construire huit sphères tangentes aux quatre faces d'un 
tétraèdre*. 

' On Toit a priori les positions de cinq de ces sphères qui existent dans 
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TUÉoKLME. 

175. Tout plan iMN (fig. 128) mené par un point S de 
manière à faire avec un plan donné PQ un angle donné a 
est tangent à un cône de révolution qui a pour sommet 
le point S, pour axe la perpendiculaire SO abaissée du 
point S sur le plan PQ, et pour génératrices des droites 
faisant avec Taxe le complément de Vangle donné a. 

En effet, abaissons du pied de SO la perpendiculaire 
OA sur riniersedion DE des deux plans, joignons SA; 
Pangle SAO mesure l'angle dièdre des plans MN et PQ, il 
est donc égal à a ; si l'on fait tourner le triangle AOS au- 
tour de SO, ce triangle engendrera un côno de révolution ; 
DE perpendiculaire sur OA sera tangente à la circonfé- 
rence de hase de ce cône, et par suite le plan MN mené 
suivant DE et la généralrice AS, qui passe par le point de 
contact A, est tangent au cône (155). 

PROBLÈME. 

176. Mener par une droite donnée ab .a'b' (fig. 141) un 
plan qui fasse avec le plan horizontal de projection un angle 
donné a. 

Par un point a. a' de la droite, menons la droite «c. 
a'c' parallèle au plan vertical de projection et faisant avec 
la verticale a. a' a" le complément de. l'angle donné a ; 

tous les cas; les trois autres «^ont situées dans les angles prismatiques ex^ 
térieurs au tétraèdre et ayant pour arêtes les sommets qui remplacent 
les arêtes mêmes du tétraèdre. Ces angles sont au nombre de six, n^ais 
deux à deux ils ont les centres des sphères tangentes à leurs faces détcr- 
miitées par les mêmes plans bissecteurs. 
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soil c la Irace horizontale de celle droite; du point a 
comme cenlre avec ac pour rayon, décrivons une circon- 
férence ; menons à cette circonférence une tangente frP par 
la trace horizontale b de la droite donnée ab.a'b' ; le plan 
PgP,, mené par cette tangente et le point a . a\ est tangent 
au cône de révolution qui a pour sommet a. a' et pour base 
la circonférence e a (167) ; il fait donc avec le plan hori- 
zontal l'angle donné a (187). 

Le problème admet deux solutions, une solution ou 
point de solution, selon que a est plus petit que l'angle 
de la droite donnée avec le plan horizontal, égal à cet angle 
ou piMS grand. 

PROBLÈME. 

177. Mener par une droite donnée ab.a'b' (flg. 142) un 
plan qui fasse avec un plan quelconque PoP^ un angle 
donné ?i. 

Nous résoudrons» le problème de la même manière que 
le précédent, à Taide d'un rabattement du plan PaP^. 

Par un point a. a' de la, droite menons un plan vertical 
mnn' perpendiculaire à PaP^, et rabattons ce plan autour 
de sa trace horizontale m n; l'intersection de ce plan et de 
PaPj sera rabattue en ftn^, le point a. a' en A^ la perpen- 
diculaire menée de A sur le plan PaP^ suivant la perpen- 
diculaire A| F abaissée de A^ sur hn^ ; si l'on mène par le 
point A^ la droite A^D faisant avec A^E le complément de 
l'angle donné p, DE sera le rayon de la base du cône auxi- 
liaire sur le plan PaP^. Rabattons le plan PaP^ autour de 
sa trace horizontale Pa sur le plan horizontal de projec- 
tion ; le point E vient en E^ sur nh à la dislance hE =hE, 
de H; Ja circonférence de rayon ED, base du cône, se ra- 
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bat en vraie grandeur suivant la circonférence E^m ; le 
point c . c' de rencontre du plan PaP^ avec la droite ab Mb' 
vient en C^; la tangente CiT, menée de C^ à la circonfé- 
rence E^ m, est le rabattement de la trace du plan cherché 
sur le plan PaPj ; cette tangente a sa trace horizontale en 
K sur Pa ; le plan RKSB^, déterminé par cette trace K et 
les deux traces b et v' de la droite donnée ab . o!b\ satis- 
fait à la question. 

Le problème admet généralement deux solutions, puis- 
que du point Cj on peut en général mener deux tangentes 
à la circonférence \ m. 

Au lieu de rabattre le plan PaPj autour de sa trace ho- 
rizontale Pa, on peut le rabattre autour d'une quelconque 
de ses horizontales. Les constructions sont les mêmes, 
avec cette seule différence que, au lieu d'obtenir la trace 
horizontale K d'une droite du plan, on a son point de ren- 
contre avec le plan horizontal de la charnière. 

178. Remarque. Si d'un point quelconque L de l'axe ra- 
battu A^E du cône on mène une perpendiculaire LF sur la 
génératriceA^D,LFestle rayon d'une sphère inscrite dans 
le cône. Si on relève le plan mnn% on a facilement les 
projections /, V du centre, et par suite les projections de la 
sphère ; le plan mené par ab.a' b^ tangentiellement à cette 
sphère est tangent au cône et par suite satisfait à la ques- 
tion. Cette remarque permet de résoudre d'une manière 
simple le problème suivant. 

PROBLÊME. ^ /' 

179. Mener par un point a . a' (fig. 143) m plan qui fasse 
avec deux plans donnés PâP^jQ^Qi àes angles respective- 
ment égaux à deux angles donnés et. et^. 
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Le pbn demandé, devant faire arec le plan P^P, un an> 
gle donné a, est tangent à un cùne de révolulion déler- 
miné comme il a été dit précédemment M 77); il est par 
suite tangent à une sphère inscrite dans ce cône ; soit og, 
& if cette sphère dont la construction a été indiquée (178). 
Le plan demandé, devant faire avec le plan QaQ^ un an- 
gle donné ^, est de même tangent à un cône dont l'axe 
est perpendiculaire à Q^^, et par suite à une sphère 
cl.dt inscrite dans ce cAne. La question est donc rame- 
née à mener par le point a. a' un plan tangent à deux 
sphères, ou, si Ton joint a .a' à un centre de similitude 
m . m' des deux sphères, à mener par une droite am . a! m' 
un plan tangent à une sphère (107) ; le plan ReR^ obtenu 
d'après ces conditions satisfait à la question. 

Le problème peut admettre quatre solutions, puisque 
par un point on peut mener quatre plans tangents com- 
muns à deux sphères (108). 

1PPL1CÀTI0N AU CAS on LES PLANS DO:«NÉS SONT 
LES PLANS DE PROJECTION. 

180. Prenons pour plan vertical auxiliaire le plan mené 
par le point donné a. a' (fig. 144), sommet commun des 
deut cônes, perpendiculairement à la ligne de terre ; on 
a facilement les rabattements kbh^, Acc^ des sections faites 
par ce plan dans les deux cônes de révolulion à considé- 
rer, et par suite dans les deux sphères inscrites dans ces 
cônes et ayant leurs centres sur les deux plans de projec- 
tion; en joignant le point A rabattement de a. a' à un 
centre de similitude m de ces sphères, on a une droite du 
plan tangent cherché; cette droite a sa trace horizontale 
en h sur la charnière ; si l'on mène de ce point une tan- 
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génie ht à la base bl du cône, dont l'axe est vertical, bl est 
une droite du plan tangent cherclié, et par conséquent la 
trace horizontale de ce plan ; en menant par le point a .a' 
une parallèle ad. a' d' à cette trace horizontale, on obtient 
un point d' de la trace verticale. 

On voit que le problème peut admettre qualrc solu- 
tions symétriques deux à deux par rapport au plan mené 
par a . a' perpendiculairement à la ligne de terre (108). 

181 . Mener à une sphère o . o' (fig. 130) un plan tangent 
qui fasse avec les plans de projection des amjles respective- 
ment égaux à deux angles donnés as. et p. 

On peut, pour résoudre ce problème, mener par un 
point quelconque un plan qui fasse avec les plans de pro- 
jection des angles respectivement égaux aux angles don- 
nés (179) et mener à la sphère un plan tangent parallèle 
au plan ainsi détermine (166) ; mais il est mieux de ré- 
soudre le problème de la manière suivante : 

Circonscrivons à la sphère un cône de révolution dont 
les génératrices fassent avec le plan horizontal l'angle a, 
le plan demandé sera tangent à ce cône : il aura son point 
de contact sur la circonférence de contact mn. m*n' et sa 
trace horizontale tangente à la circonférence sa^ trace ho- 
rizontale du cône. Circonscrivons de même à la sphère 
un cône de révolution dont les génératrices fassent avec 
le plan vertical de projection l'angle donné p, le plan de- 
mandé sera tangent à ce cône ; son point de contact sera 
situé sur la circonférence de contact projetée hori- 
zontalement suivant pq. Un point r .r\ commun aux 
deux circonférences de contact, est le point de contact 
d'un plan tangent qui satisfait à la question; or 
est la projection horizontale de la génératrice de contact 



Digitized by VjOOQ IC 



136 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

correspondante et la trace horizontale h de cette droite 
est un point de la trace horizontale du- plan cherché ; il 
suffit pour avoir les traces de ce plan de mener par h une 
tangente hk h la trace horizontale du premier cône, et 
par le point h où cette droite rencontre la ligne de terre 
une tangente kl à la trace verticale du second cône. 

On peut mener deux cônes circonscrits faisant avec 
chaque plan de projection un angle donné ; les quatre cir- 
conférences de contact donnent huit points de rencontre ; 
le problème admet donc généralement huit solutions. 

Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit 
que la droite p g et la circonférence mn se rencontrent, 
c'est-à-dire qu'on ait oc' ^ om ; si Ton désigne par R le 
rayon de la sphère, on a : 

oc =: R cos ^, om = d'm'=: R sin a ; 

la condition précédente devient donc : 

R cos P < R sin a. 

sin{90' — P)<sina. 

90* — fi < a. 

a+p>90*. 

C'est-à-dire que la somme des angles donnés doit être 
au moins égale à 90^. 



Digitized by VjOOQ IC 



QUINZIÈME LEÇON 

ANGLES TRIÈDRES 



182. Quand on considère dans un angle trièdre les trois 
angles dièdres et les trois faces, on sait que, trois quel- 
conques de ces six éléments étant donnés, on peut déter- 
miner les trois autres. 

Soient a, b, c les trois faces d'un angle trièdre et A, B, 
C les trois angles dièdres opposés respectivement aux faces 
0, fc, c ; on peut se donner : 

i* Les trois faces a, fc, c ; 

T et 3** Deux faces a, b et un angle, l'angle donné pou- 
vant être Tangle C compris entre les faces a et &, ou Tun 
des angles A et B opposé à Tune d'elles ; 

4« el 5"* Une face a et deux angles, les angles donnés 
pouvant être les angles B et C adjacents à la face a, ou 
l'angle A opposé à a et Tun des angles adjacents B, C. 

& Les trois angles dièdres A, B, C. 

Les trois derniers cas peuvent être ramenés aux trois 
premiers par la considération des trièdres supplémen* 
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laircs. Soit par exemple le cas où Ton donne les Irois an- 
gles dièdres A, B, C ; les faces du trièdre supplémenlaire 
sont T. — A, *::— B, z— C; dans cetricdre, donl on connaît 
les Irois faces, on pourra, d'après la solution du premier 
cas, trouver les angles dièdres A', B', C ; les suppléments 
z— A', z—h'j z— C de ces angles sont les faces du triè- 
dre dont on donne les trois angles dièdres. 

Nous donnerons néanmoins une solution directe pour 
chacun des six cas. 

183. Nous allons résoudre d'abord un problème fonda- 
mental auquel nous ramènerons tous les cas. 

On donne une face asb (fig. 145) d*un angle trièdre, la 
projection se sur celte face de l* arête opposée et la distance 
h d*un point M de cette arête projetée en m à la face asb ; 
on demande de déterminer les éléments incontius du 
trièdre. 

V Pour déterminer l'angle de la face projetée suivant 
asc, rabattons cette face autour de sa sur asb pris pour 
plan horizontal ; le point M se placera sur la perpendi- 
culaire W[Xj à une distance du pied jx^ égale à l'hypoténuse 
jjL^ Mj d'un triangle rectangle, dont m^f.^ est un côté de 
l'angle droit et dont l'autre mM^ est égal à la hauteur don- 
née h; sm^c^ est le rabattement de l'arête projetée en se, 
et par suite (wc^ est l'une des faces demandées. 

2<» On détermine de la môme manière l'angle bsc^ de la 
seconde face projetée suivant bsc. 

S** L'angle m\f.^}li^ est formé par les droites [Xjm, [L^}i^ 
perpendiculaires en [x^ à l'arête sa dans les faces respectives 
asb, asC ; wi[x^M^ mesure donc l'angle dièdre formé par ces 
deux faces. 
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4** L'angle wjjljMj est de mémo l'angle plan qui mesure 
Taiigle dièdre formé par les faces asb^ bsC. 

Tf Pour déterminer l'angle plan qui mesure l'angle 
dièdre formé par les deux faces osC, bsC, menons un 
plan quelconque perpendiculaire à l'arôle sC; ce plan a 
sa trace FG sur asb perpendiculaire en / à 5C projection 
de Tarête. Soit E le point de l'espace où ce plan est ren- 
contré par larête SC ; dans le triangle EFG, Tangle E est 
l'angle cherché. Pour déterminer cet angle, rabattons le 
triangle EFG autour de FG sur le plan asb; la droite E/, 
hauteur du triangle EFG (129), se rabattra suivant Is 
perpendiculaire à FG ; elle est égale à la distance du 
point / à l'arête «C, distance qu'on obtient facilement 
en /Ejpar le rabattement du plan vertical de sC autour 
de sm. 

On peut obtenir également le rabattement du point E 
au moyen des côtés FE et GE, qui sont rabattus en vraie 
grandeur respectivement suivant les perpendiculaires FE^ 
eX GEj, menées de F et G sur les rabattements SC^ etSC^Ide 
la troisième arête. 

PREMIER CAS. 

184. Oti donne les trois faces (fig. 146). 

Soient asb l'une des faces, asc^, bsc^ les deux autres ra- 
battues sur le plan de la première ; sc^ et sc^ sont les ra- 
battements de la même arête ^C de l'espace. 

Soit un point M de cette arête rabattu d'une part en 
m^ sur sCj, et d'autre part en m, sur sc^, à la distance 
sm^^=smi du point s. Si Ton remet les deux faces dans 
leurs positions réelles, le point M se meut dans des plans 
verticaux menés suivant les droites m^[K^ et wisjji, respec- 
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tivement perpendiculaires à sa et sb ; sa projection sur 
asb est donc le point m de rencontre de ces droites fn^\L^ 
et wijiJi^; AîH est donc la projection de Tarêle sC sur la 
face asb. 

Pour avoir la distance du point M au plcn asb^ rabat- 
tons le plan vertical jx^mM autour de i^^m sur le plan asb; 
le point M vient en Mj sur la perpendiculaire mM^ à p^^m 
et à une distance de jjl^ égale à li-^rw^; mM^ est la hauleur 
cherchée*. 

DEUXIÈUE CAS. 

185. (hi donne deux faces et ï angle dièdre compris 
(fig. 147). 

Soient asb l'une des faces données, bsc^ la seconde ra- 
battue sur le plan de la première et faisant avec elle un 
angle donné a. Pour figurer cette donnée, menons un 
plan perpendiculaire en [a, à sb^ et rabattons ce plan 
autour de miji^ sur le plan de la face asb; la trace de la 
face bsù sur ce plan sera rabattue suivant [jl,M, faisant 
avec m^ l'angle donné a. Cette trace est rabattue d*un 
autre côté sur bsc^ suivant [jL,m, prolongement de m^ ; 
le point M où celte trace rencontre Parêle «C est rabattu 
en m, sur iA,rw,; il se rabattra donc sur [ji^M, en un point 
M, distant de pt, d'une longueur {jifM,=[i^ m,; si Ton abaisse 
la perpendiculaire M^m de M, sur ^m et si on relève le 

* La construction d'un trlèdre dont on connaît les trois faces reTient à 
déterminer une génératrice commune à deux cônes de révolution qui ont 
même sommet. Ce problème est un cas particulier de l'intersection de 
deux surfaces de révolution dont les axes se rencontrent; les constructions 
effectuées sont en réalité celles auxquelles conduit la solution générale de 
ce problème, car les droites mi/A|m, m^ii^ peuvent être considérées comme 
les projections borizontales des deux circonférences suivant lesquelles les 
deux cônes sont coupés par une sphère auxiliaire de rayon sm et ayant 
pour centre le point ê. 
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plan mfXjMj, on voit que m est la projection sur asb d'un 
point M de Tarêle sC ; smc est donc la projection de l'arête 
sC. M,m est la distance du point M de cette arête à la face 
asb{\Sd). 

TROISIÈME CAS. 

186. On donne deux faces et F angle dièdre opposé à 
Vune d'elles (fig. 148). 

Soient asb Tune des deux faces données et &sc, la se- 
conde rabattue sur le plan de la première; Tangle donné 
a est l'angle opposé à cette dernière face ; pour figurer 
celte donnée, concevons un plan perpendiculaire à sa 
mené par un point quelconque p de cette arête; ce plan 
coupe la face asb suivant pq perpendiculaire à «a, la 
troisième face inconnue asC suivant une droite qui fait 
avec pq l'angle donné a; dans le rabattement du plan au- 
tour de pg, cette intersection se rabat suivant la droite 
pr qui fait avec pq l'angle a. On remarquera que, dans 
ce rabattement, tout point de la face asC projeté sur pq 
se rabat sur pr. Proposons-nous de déterminer l'angle 
dièdre compris entre les deux faces données osb, bsc^ ; 
menons pour cela un plan quelconque perpendiculaire à 
l'arête sb de cet angle dièdre ; il coupe la face asb suivant 
6/* perpendiculaire à 5&, la face bsC suivant une perpen- 
diculaire à ^b rabattue suivant fg prolongement de ef; 
l'angle efG formé dans l'espace par ces deux perpendi- 
culaires est l'angle cherché ; pour le déterminer, rabat- 
tons le triangle efG autour de ef sur asb; le point G, dont 
la distance au point f est fg, se placera sur un arc de cer- 
cle décrit du point f comme centre avec fg pour rayon. 
Cherchons le rabattement du côté eG, qui contient aussi 
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le sommet G; considérons le point de ce côié projeté en / 
où ef rencontre pq ; ce point dans le rabattement de pqr 
est rabatlu en L^ sur pr ; il est doiic à une distance de 
asb égale à LJ; dans le rabattement de efG autour de efy 
il se placera en L, à la distance L,/=L^/ de / sur la per- 
pendiculaire hîl à ef : ehi est donc le rabattement du 
côté eG du triangle ejXi, Soit G^ un de ses points de 
rencontre avec l'arc fg ; eG^f esi le rabattement du trian- 
gle efQ de l'espace ; par suite efG^ est l'angle compris entre 
les deux faces données. Le point G^ a pour projection g^ 
sur asb ; sg^^ est donc la projection de l'arêle ^G sur 
asbj et G^jf^ est la. distance d'un point G de Taréte à cette 
face (176). 

La droite dL, rencontre l'arc de rayon fg en un second 
point Gj; à ce point correspond une arête projetée sui- 
vant sg^ qui détermine un second trièdre satisfaisant à la 
question. 

Pour que les points de rencontre Gi,Gj donnent chacun 
une solution, il faut qu'ils soient situés sur^L, et non sur 
sort prolongement; en effet, tout point silué sur le pro- 
longement de djj correspond à un point situé au-dessous 
du plan asb, et par conséquent le plan déterminé par ce 
point et l'arête sb fait avec la face asb le supplément de 
l'angle donné a. 

Pour que le problème soit possible, il faut que eL, ren- 
contre la circonférence fgG^ ; lorsque eL^ est tangent à 
celte circonférence, le problème n'admet qu'une solution ; 
le plan mené par sL^ et sa est alors tangent au cône dfe ré- 
volution engendré par «G tournant autour de sb (155); par 
suite, ce plan est perpendiculaire à bsc : le trièdre est donc 
dans ce câs un trièdre rectangle. 
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QUÂTRtÈftIÇ CAS. 



187. On donne une face et les angles dièdres adja- 
cents {ûg. 149). ' 

Soit asb la face donnée et soient fc/r = a, mnp = 6 les 
deux angles dièdres adjacents représentés comme dans le 
cas précédent au moyen de deux plans perpendiculaires à 
sa et sb. Pour déterminer l'intersection des deux faces in- 
connues, coupons-les par un plan horizontal auxiliaire 
quelconque; la trace de ce plan sur le plan vertical imi/) 
est rabattue suivant ed parallèle à mn ; son intersection 
avec le plan de la face hse est parallèle à sbet'a pour trace 
sur le plan vertical mnp le point g commun aux traces ver- 
ticales des deux plans : go parallèle à bs est donc la pro- 
jection horizontale de cette intersection. On obtient d(î 
même la projection horizontale oh de l'intersection du 
même plan auxiliaire avec la face asC, en observant de 
prendre la trace [h de ce plan à la même dislance de Iv 
que ed demn; le point o, commun aux deux projections og^ 
oh, est donc la projection d'un point de la troisième arête, 
qui par suite €st projetée suivant so. La hauteur au-des- 
sus de asb du point projeté en o est égale à gt, distance du 
plan auxiliaire à la face asb (126). 

CINQUIÈME CAS. 

188. On donne une face et deux angles dièdres dont Vtin 
opposé à la face {(\g. 150). 

Prenons pour plan horizontal de projection le plan de la 
face inconnue qui fait avec la face donnée un des angles 
donnés a et pour plan vertical un plan perpendiculaire à 
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Tarête sa de cet angle ; la face donnée est rabattue suivant 
ad) sur le plan horizontal ; la trace verticale ab^ du plan 
de cette face fait avec la ligne de terre l'angle a ; le point 
b^ de Tarêle sb rabattu en b sur la ligne de terre a pour 
projection horizontale d : sd est donc la projection hori- 
zontale de l'arête rabattue en st, et b^d est la dislance d'un 
point b^ de cette arête à la face horizontale. Il reste à me- 
ner par Tarête ainsi déterminée un plan faisant avec le 
plan horizontal le second angle donné P; il suffit pour 
cela (176) de construire la base deà^un cône de révolution 
ayant ft^ pour sommet, b^d pour axe, et dont les généra- 
trices fassent avec b^d le complément de l'angle donné p, 
puis de mener du point s une tangente à cette base : le 
plan mené par le point b^ et cette tangente est tangent au 
cône de révolution ainsi déterminé et fait par suite avec 
le plan horizontal l'angle p. 

La tangente doit être menée de manière que ce soit Fan- 
- gle donné et non son supplément qui fasse partie du triè- 
dre. 

SIXIÈME CAS. 

189. On donne les trois angles dièdres (fig. 151). 

Prenons pour plan horizontal de projection le plan 
d'une face, et pour plan vertical un plan perpendiculaire 
à une arête sa de cette face : la trace verticale ap de la face 
adjacente menée suivant cette arête fait avec la ligne de 
terre un des angles donnés a. La troisième face fait avec 
les deux premières les angles donnés P et y ; elle peut 
être menée d'ailleurs par un point quelconque. Proposons- 
nous de la mener par un point o . o' du plan vertical de 
projection (179). Nous construirons un cône de révolution 
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o'om ayant ce point pour sommef, et dont les génératrices 
fassent avec le plan horizontal l'angle P; la trace horizon- 
tale du plan cherché sera tangente à la base om de ce cône. 
Nous construirons un second cône de révolution ayante ce 
môme point pour sommet, et dont les génératrices fassent 
avec le second plan sap Tangle y ; il suffît pour résoudre 
la question de mener du point o.o' un plan tangent com- 
mun à ces deux cônes de révolution. Nous inscrirons dans 
ces deux cônes deux sphères ayant leurs centres aux 
points et c' de rencontre des axes avec la ligne de terre ; 
le plan cherché passe par un centre de similitude d de ces 
sphères ; ce point étant sur le plan horizontal, il suffît de 
mener une tangente ed à la base du premier cône pour 
avoir la traCe horizontale du plan cherché ; la trace verti- 
cale passe d'ailleurs par le point o' : le plan est donc déter- 
miné. La projection horizontale de Tarôte, intersection de 
ce plan et de la face sap:, est si, et //' est la hauteur d'un 
point de cette arête au-dessus de la face horizontale asd. 

190. Remarque. Nous avons pris pour le plan tangent 
aux deux sphères le centre de similitude inverse, parce 
que nous avons supposé l'angle donné y aigu ; en prenant 
le centre de similitude directe, l'angle aigu formé par le 
plan tangent aux deux sphères eût été extérieur au triè- 
dre et nous aurions eu l'angle intérieur égal à % — y- 

La seconde tangente menée à la base du cône donnerait 
un second trièdre symétrique du premier^ 

190. Relations qui doivent exister entre les données d'un 

TRIÈDRE pour QU'oN PUISSE LE CONSTRUIRE. 

Premier cas. Considérons le trièdre donné par ses trois 
faces (fig. 152) ; le plan de asb est pris pour plan de pro«- 
jeclion ; ase^^ bsct sont rabattues sur ce plan ; les dt3ux 

10 
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premières forment des angles obtus et la troisième un 
angle aigu. Pour construire le trièdre il faut faire tourner 
ase^ autour de as^psc^ autour de bs^ de inanière que les 
droites «tfj,^^, coïncident; l'angle asc^ étant obtus, sc^ 
décrit la surface d'un cône de révolution qui a pour 
axe $a^ prolongement de sa^ et dont les génératrices font 
avec l'axe l'angle tc— P ; sc^ décrit la surface d un cône de 
révolution qui a pour axe sb^ et dont les génératrices font 
avec Taxe l'angle y ; les axes de ces deux cônes font entre 
eux l'angle bsa^=^: — a ; pour que le problème soit pos- 
sible, il faut que ces deux cônes se coupent, et par suite 
que l'angle des deux axes soit plus petit que la somme des 
angles des deux cônes et plus grand que leur différence. 
Il faut donc que l'un ait 

ou (i < a + 7, 

c'est-à-dire qu'une face soit plus petite que la somme des 
deux autres; 

ou a -f P -h 7 '< !2w, 

c'est-à-dire que la somme des trois angles doit être plus 
petite que quatre angles droits. 

Remarque. Nous avons pris les données telles qu'elles ne 
supposent remplie aucune des conditions trouvées. C'est 
une précaution qu'il faut prendre quand on discute un 
problème de géométrie eï que Ton veut éviter d'examiner 
toutes les formes que peut prendre la figure, lorsqu'on fait 
varier les données ; mais il faut surtout éviter de tirer 
des conclusions générales d'un exemple particulier dont 
les données sont prises au hasard ; ainsi dans le cinquième 
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cas de résolution des angles Irièdres (188) avec les données 
de la question, la construction indique une seule solution 
possible, tandis que si l'on résout le même problème par 
le trièdre supplémentaire, on est ramené à construire un 
trièdre dont on connaît deux faces et Tangle dièdre opposé 
à lune d'elles, problème qui peut admettre deux solu- 
tions (186) ; cela lient à ce que, dans l'exemple considéré, 
on a supposé les angles dièdres donnés aigus ; leurs sup- 
pléments sont obtus et, avec ces données, la construction 
du trièdre supplémentaire n'indique en effet qu'une solu- 
tion. 

Deuxième cas. Les constructions effectuées (185) mon- 
trent que dans ce cas les constructions sont toujours pos- 
sibles. 

Troisiêbie cas. Soient a et c les deux faces données re- 
présentées par bsc^ et bsa (fig. 148) et a l'angle dièdre Ipr 
dont l'arête est sa opposée à a ; pour que le problème soit 
possible, il faut que le cône engendré par sc^, tournant au- 
tour de sb, rencontre la face opposée menée par sa^ et fai- 
sant l'angle a avec asbj ou, ce qui revient au même, que 
. toute sphère inscrite dans le cône soit rencontrée par cette 
face. Soit k le point de rencontre de l'axe sb avec py ; le 
rayon de la sphère inscrite dans le cône qui a pour centre 
ce point k est la perpendiculaire fcfe, menée de ks sur la 
génératrice sc^ ; la distance de ce même point à la face 
opposée est la perpendiculaire kt, menée de k sur pr; il 
faut donc que Ton ait 

khSkt; 
or kh = sk sin fl, kt = pk sin oL = sk sin c sin a. 

L'inégalité précédente devient donc 
sin a ^ sine sin a. 
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A la limite, le trièdre devient rectangle et Ton a 
sina = sinc sina. 

Pour que le problème admette deux solutions , il faut 
que le cône décrit parTarète sc^ coupe la face opposée sui- 
vant deux droites situées d'un même côté de sa: il faut 
donc que l'on ait bsc^ <ibsa ou a <ic. 

Quatrième cas. Nous avons vu (187) que dans ce cas les 
constructions sont toujours possibles. On sait du reste que 
le trièdre supplémentaire (deuxième cas) est toujours pos- 
sible. 

CiKQuiÈ3iE CAS. Soîcnt a ct Y les angles dièdres donnés 
et a la face opposée â a ; pour que le trièdre supplémen- 
taire, et par suite le trièdre proposé, soit possible, il faut, 
d'après ce qui a été dit pour le troisième cas, que Ton 
ait 

sin (ff — a) 5 sin (w — 7) sin (w — a), 
ou sina^sin^ sin a. 

Sixième cas. Soient a, 0, y '^^ ^^^^^ angles dièdres don- 
nés ; les faces du trièdre supplémentaire sont î:— a, -:: — g, 
'K — ; Y ; on doit donc, d'après ce qu'on a obtenu pour le pre- 
mier cas, avoir les conditions : 



f 


it — a<w — p + ir — y; 


2- 


7P — a + 17 — P-f-w— Y< 2ff; 


oui» 


a + 77>P4-Y; 


2- 


* + P + Y>^- 



Il faut donc que chacun des angles augmenté de deux 
angles droits soit plus grand que la somme des deux autres, 
et que la somme des trois angles soit plus grande que deux 
angles droits. 
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P110BLÈ.ME. 

19i. Réduire à rhorizon r angle de deux droites. 

On a mesuré dans l'espace l'angle y de deux droites A 
et Bel les angles a, Pque ces droites font respectivement 
avec la verticale qui passe par leur point de rencontre ; on 
demande de déterminer l'angle formé par les projections 
des droites A et B sur un plan horizontal» 

Soit se (fig. 153) la verticale qui passe parle point de 
rencontre de A et B ; coypons par un plan horizontal BCA 
les plans verticaux projetants des deux droites : l'angle BCA 
formé par les deux intersections CB et CA est langle de- 
mandé ; cet angle mesure l'angle dièdre ASCB ; on a donc 
à construire un angle dièdre d'un trièdre dont on connaît 
les trois faces. On peut appliquer à ce cas la construction 
générale (195) ; mais on obtient plus simplement le résul- 
tat delà manière suivante. 

Prenons pour plan vertical de projection le plan verlical 
déterminé par SB (iîg. 154) et pour ligne de terre une per- 
pendiculaire quelconque xy menée dans ce plan à la verti- 
cale se ; la droite SB sera projetée horizontalement suivant 
CB sur la ligne de terre. 

La projection horizontale de la seconde droite SA fait 
avec xy l'angle demandé. 

Supposons cette droite rabattue d'une part en SA^ au- 
tour de se sur le plan vertical, d'autre part en SA, 
autour de SB sur le même plan : on voit que dans l'es- 
pace cette droite est une génératrice commune à deux 
cônes de révolution, l'un engendré par SA^ tournant autour 
de se, l'autre par SAj tournant autour de SB. Coupons ces 
deux cônes par une sphère de rayon quelconque ayant 
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pour centre S; cette sphère coupe le premier cône suivant 
la circonférence win.wiV, le second cône suivant la cir- 
conférence projetée verticalement en rT ; le point p', com- 
mun aux projections verticales des deux circonférences, 
donné la projection horizontale p située sur win; Cp est la 
projection horizontale de la génératrice SA commune aux 
deux cônes, et l'angle pCB est Tangle demandé. 

Cette construction s'applique également au c^s où l'une 
des droites données est horizontale. 

PROBLÈME. 

192. Mener par le point de rencontre de deux droites A 
et B une troisième droite C qui fasse avec les deux premières 
des angles respectivement égaux à deux angles donnés a 
etf^. 

V Si les droites données A et B sont dans un plan hori- 
zontal, on a à construire sur ce plan la projection de la 
troisième arête d'un trièdredont on connaît les trois faces. 

2^ Si les droites A et B sont dans un plan quelconque, 
on rabattra ce plan autour d'une de ses horizontales; on 
construira sur ce plan, comme dans le cas précédent, la 
projection de Tarêle opposée du trièdre formé par A, B et 
l'arête cherchée, et Ton déterminera la distance d'un point 
de cette arête au plan horizontal du rabattement. On 
cherchera les projections du point considéré quand on re- 
meltra la figure dans sa position réelle, et Ton joindra les 
projections de ce point à celles du point de rencontre des 
droites. 

Soient sa.s'a\sb.s'b' (fig. 156) les deux droites don- 
nées ; rabattons le plan de ces droites autour de son hori* 
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zontale mn.m'n'; le point s. s' \iendra en s^ et les deux 
droites seront rabattues en s^m et s^n; menons dans ce 
plan les droites s^c^ et s^Ci faisant avec s^m et s^n les angles 
donnés a et P; construisons sur le plan ms^n le pied r de 
la perpendiculaire abaissée d'un point R de la droite cher- ' 
chée rabattu en r^ et r„ et construisons la vraie grandeur 
R^r (184) de cette perpendiculaire; ramenons le plan 
ms^n dans sa position première et rabattons autour de 
l'horizontale rg le plan vertical que décrit le point r, et 
dans lequel se trouve rR; r se rabattra en r^^ rg suivant 
Tjjf, et la perpendiculaire rR suivant R^R, perpendiculaire 
à r^g et égale à R^r; si du point Rj on abaisse la perpen- 
diculaire R,p sur rg, p est la projection horizontale d'un 
point de la droite cherchée. 

Ce point a sa projection verticale p' à une distance de 
m'n' égale à R,p; sp^s'p' sont donc les projections de la 
droite cherchée. 

PROBlilME. 

195. Mener une droite qui rencontre deux droites don- 
nées A et R (fig. 157) et qui fasse avec ces droites des 
angles respectivement égaux à deux angles donnés a, et 3* 

Par un point quelconque M de A menons une droite MB^ 
parallèle à B et construisons, comme il a été dit dans le 
problème précédent, une droite C passant par M et faisant 
avec A et MB^ des angles respectivement égaux aux angles a 
et p ; une droite DE parallèle à C et s'appuyant sur A et B 
satisfera à la question. 
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EXERCICES 



DISTANCE DE DEUX POIKTS. 



1. On donne trois droites k^ B et C (fig. 158), dont 
Vune C rencontre les deux autres respectioement en M et 
N : on demande de construire un paraUélipipède équilatéral 
ayant trois côtés dirigés suivant ces droites. 

Solution. La partie MN de la droite C comprise entre 
les points M et N, où elle rencontre A et B, est un côté du 
paraUélipipède cherché. On déterminera donc la vraie 
grandeur de MN ; on portera cette grandeur de M en P 
sur A; le parallélogramme NMFQ construit sur NM et 
MP sera une face du paraUélipipède. On portera celte môme 
grandeur de N en R sur B, et Ton mènera des sommets 
M, P, Q des droites ML, PG et QF égales et parallèles à 
NR : on aura ainsi tous les [sommets du paraUélipipède 
cherché. 

Exécution. Soient A. A', B.B', C.C (fig. 159) les trois 
droites données, m.m^n.n' les points où C . C rencontre 
A, A' et B.B' ; le rabattement du plan vertical projetant 
de mn.mfn' sur le plan horizontal donne en M^N^ la vraie 
grandeur du côté mn.m'n' du paraUélipipède. Cette gran- 
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deur a été portée de m . m' en p .;/ sur A , A', au moyen d'un 
mouvement de rotation autour de la verticale qui passe par 
m. m'; dans ce mouvement, la trace horizontale ft de A , A' est 
devenue ^4 projetée verticalement en /i\ ; la distance JIM' a 
été portée de m' en p\ et le point p\ a donné la projection 
verticale p' du point cherché p.p\ au moyen de la parallèle 
p\p' à la ligne de terre. 

On peut donc construire le parallélogramme mnpq. 
m'n'p'q'. 

La gi'andeur M^N^ a été portée de n . n' en r . r' sur B . B', 
au moyen d'un mouvement de rolation autour de la ver- 
ticale qui passe parn.7i' ; un point s .s' de celte droite est 
devenu 5^ . s'j ; la distance M^N^, portée sur n's\, adonné 
r\, d'où l'on a déduit les projections r,r' de Textrémitéde 
l'arête nr ,n'r' -, les sommets Ll^Ç'g'eif.f ont été obtenus 
en menant les arêtes mLm'l\ pg-p'g' et qf. q' f' égales et 
parallèles à nr.nV, 

II suffît alors de joindre les sommets de la face opposée 
h mnpq. m'n'p'q'. 

Remarque. La distance M^N^ peut être portée de deux 
côtés différents sur chacune des droites A et B, à partir 
des points de rencontre avec C ; le parallélipipède de- 
mandé peut donc occuper quatre positions différentes dans 
l'espace. 

DROITES ET PLÂISS PARALLÈLES. 

2. Mener par quatre points donnés A, B, C et D (fig. 160) 
quatre plans parallèles équidistants. 

Solution. Soient M, N, P, Q les quatre plans demandés 
menés respectivement par A, B, C et D. Joignons les points 
A et D, qui sont dans les plans extrêmes; la droite AD est 



Digitized by VjOOQ IC 



154 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

partagée en trois parties égales aux points E et F, où elle 
perce les plans N et P ; ces points E et F sont donc dé- 
terminés, et par suite on connaît upe droite EB du plan N 
et une droite CF du plan P. Si par le point E du^plan N 
on mène une parallèle à CF, celte parallèle est aussi située 
dans le plan N, qui se trouve ainsi déterminé par deux 
droites BE et EG. 

Exécution. Soient a.a\ h,h\ c.c\cLd' (&g. 161) les 
projections des quatre points donnés; soient ^.^', f.f' les 
projections des points qui partagent la droite ad.a'd'en 
trois parties égales ; éb . e'b' est une droite du plan N, et la 
parallèle eg.e'g' menée de ^.^' à cf.&f' est une seconde 
droite de ce plan, dont il est alors facile de déterminer les 
traces n^, gn^. Le plan P a ses traces py, yPi parallèles à 
celles du plan N, et elles passent par les traces ftetv'dela 
droite cf.c'p située dans ce plan. 

La distance Py des points p et y» où les plans N et P ren- 
contrent la ligne de terre, étant portée de p en a et de y 
en 5 sur cette ligne, on a les points a et 8 des plans M et Q. 

. Remarque, Nous avons supposé les deux points A et D 
situés dans les plans extrêmes. On peut considérer deux 
quelconques des qualre points donnés comme devant être 
situés dans ces plans, ce qui donne six combinaisons; 
dans chacune de ces combinaisons on peut changer Tordre 
des deux points intermédiaires, de sorte que le problème 
admet douze solutions. 

INTERSECTIONS DE PLANS. 

3. On donne une pyramide dont la base abcdefgh (fig. 1 62) 
est wi octogone régulier situé sur le plan horizontal de pro- 
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jection; run des sommets a de celle base est sur la ligne de 
terre et le diamètre ae du cercle circonscrit à la base est per- 
pendiculaire à cette ligne ; le sommet s' de la pyramide est sur 
la verticale qui passe par le sommet a de la base. — On coupe 
le solide par un plan mené par la ligne de terre perpendicu- 
lairement à r arête opposée s' e: on demande les projections et 
la vraie grandeur du polygone dHntersection. 

"Solution. On emploiera un plan auxiliaire perpendi- 
culaire à la ligne de terre, et Ton aura immédiatement 
sur ce plan les projections de tous les sommets de Tin- 
tersection. 

Exécution. Prenons pour plan vertical auxiliaire le plan 
mené suivant ae perpendiculairement à la ligne de terre ; 
le sommet aura sa nouvelle projection s" sur xy perpen- 
diculaire à ae à la dislance s^a= s' a de la nouvelle ligne 
de terre ae; les sommets b' et h de la base seront projetés 
au même point b" de ae, et les arêles ab.s'b\ ah. s' h' au- 
ront même projection «"t"; les arêtes ac.s'c\ ag.s'gf 
seront de même projetées en s"c"; les arêtes ad.s'b\ 
af.s'h' suivant s"d'\ et ae.s'a suivant s"e; le plan sécant 
à sa Irace verticale am perpendiculaire à la projection ver- 
ticale s"e deTarête opposée à la ligne déterre. 

Les projections auxiliaires des sommets du polygone 
d'intersection sont aux points de rencontre des projections 
auxiliaires des arêtes avec la trace am du plan sécant ; 
considérons l'un quelconque de ces sommets, celui qui se 
trouve sur ac.s'c' ; ce point est projeté en r" sur le plan 
auxiliaire au point de rencontre de s!*(f avec am; de la 
projection r" on déduit la projection horizontale r sur se 
et la projection sur le premier plan vertical en r' sur 

S'(f. 
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Rema»q(jeL La construction générale pour déterminer 
les projections verticales des sommets ne s'applique pas 
à celui qui est sur l'arête ae.s'a perpendiculaire à la ligne 
de terre. La projection \erticale auxiliaire montre à quelle 
hauteur se trouve ce point au-dessus du plan horizontal 
de projection, et par suite à quelle distance de xy se trouve 
sa projection sur le premier plan vertical. 

Vraie grandeur de la section. Pour avoir la vraie gran- 
deur de la section, on rabattra le plan sécant autour de la 
ligne de terre xy surle plan horizontal de projection. Cher- 
chons encore ce que devient un sommet quelconque r.i^ 
dans ce rabattement. Ce point décrit un arc de cercle au- 
tour du pied p de la perpendiculaire abaissée sur la ligne 
de terre comme centre, avec un rayon projeté en vraie 
grandeur suivant af sur le plan auxiliaire; on obtient 
facilement le rabattement R de ce point ; on a de même 
les rabattements de tous les autres sommets. 

Remarque II. Si Ton considère un côté rp.r'i/ du poly- 
gone d'intersection et son rabattement RP, ces deux droites 
prolongées rencontrent la ligne de terre au même point a ; 
car la droite rp.r'p* de l'espace, étant siluée dans un plan 
mené par la ligne de terre, rencontre cette ligne en un 
point a, qui est sa trace horizontale, et dans le mouvement 
autour de rotation de xy le point a ne bouge pas. 

La trace horizontale cd de la face acd, dans laquelle se 
trouve rp, passe aussi par ce point a, caria trace horizon- 
tale cd rencontre la trace horizontale xy du plan sécant au 
pointa, qui est la trace horizontale de l'intersection. On a 
donc cinq droites :cd, RP, rp, arj/, r'p\ qui concourent au 
même point a. 
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11 en est de même pour les autres côtés du polygone 
d'intersection* 

Cette remarque permet de construire les résultats d*une 
manière plus rapide que parla construction directe. 

INTERSECTION d'uN PRISME PENTAGONAL RÉGDLÏEIl DONT UNE FACE 
LATERAI.E EST SUR LE PLAN HORIZONTAL DE PROJECTION ET 
d'oN plan QUELCONQUE, 

4. Solution. On prendra un plan vertical auxiliaire per- 
pendiculaire au plan sécant; on cherchera sur ce plan la 
projection du prisme et la trace du plan sécant, et l'on 
aura immédiatement sur ce plan les projections auxiliaires 
des sommets de l'intersection. 

ExÉcDTioN. Soient abced, a'b'c'e'd' (fig. 163) les projec- 
tions d une base du prisme, aibiddàiy a\b\c\e\d\ celles 
de l'autre, et P/P^ le plan sécant. Prenons x^yi perpendi- 
culaire à P/ pour nouvelle ligne de terre; la trace du 
plan donné P/P^ sur ce plan auxiliaire est a"P„ les arêtes 
aa^,a'a\^ bb^.Vb\ se projettent suivant x^y^\ cc^.c'c\^ 
ddy . d*d\ suivant d'i?^^ et ee^ . ^ efy suivant e"d\ ; les som- 
mets de l'intersection sont projetés en a', ^'\ &" ; à a" cor- 
respondent les projections a, a\ et P, P' ; à y" les projections 
YiïS^jS'jet à e" les projections s, e'. On a donc pour les pro- 
jections de l'intersection cherchée aPys^» al^'^'t'V. 

Le résultat est représenté en supposant enlevée la partie 
du prisme qui est en avant du plan. 

INTERSECTIONS DE DROITES ET DE PLANS. 

5. On donne sixpoints% N, P, Q, R, S (tîg. 164) situés 
sur les arêtes d^un tétraèdre : on demande de construire les 
jïrojections du tétraèdre. 
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Solution. Supposons que R, Q, S appartiennent au plan 
d'une face ABC, et que M, N, R appartiennent au plan 
d'une seconde face DAB ; si Ton joint MN, cetle droite ren- 
contre le plan des trois points R, Q, S en un point E, qui 
appartient à Tarête AB de la pyramide; la direction de 
cette arête est donc déterminée par les deux points E et R ; 
la direction de AC sera de même donnée par le point Q et 
un second F, où le plan RQS est percé par la droite MP ; 
enfin la direction de BC est donnée de la môme manière 
par le point S et le point G, où le même plan RQS est ren- 
contré par NP. 

11 suffit donc, pour avoir les côtés AB, AC, BC d'une face 
du tétraèdre, de chercher les points où le plan RQS de trois 
des points donnés est rencontré par les droites qui joignent 
les trois autres points deux à deux. Les droites qui joi- 
gnent les points de rencontre aux points R, Q, S sont les 
côtés d'une face du tétraèdre; les droites qui joignent les 
sommets de ce triangle aux points M, N, P déterminent les 
autres arêtes. 

Exécution. Soient m.m'y n,n\ p,p\ q.q\ r.r\ s,s' - 
(fig. 165) les projections des six points donnés. — Le point 
e.e\ où la droite mn.m'n' perce le plan des trois points 
q.q'y r,r\ s.s\ a été déterminé au moyen de Tintersec- 
tion ag.a'P' du plan vertical projetant de cetle droite avec 
le plan des trois points q,q\ i\r\ s.s\ considéré comme 
déterminé par les deux droites sq.s[q\ sî\s'r' (97); 
er.e'r' donne un premier côté d'une face ; le point f,f\ où 
la droite mp.m' p' perce le même plan, a été déterminé au 
moyen de Tintersection yS-y'^' à\i plan vertical projetant 
de cette droite avec ce plan considéré comme déterminé 
par les deux droites rq . r'ç', rs . rV ; fq . pq' est un second 
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côté de la face des mêmes points. Enfin le point g . j/', où 
la droite np.n'p' perce le même plan, a été déterminé au 
moyen de Tinlersection sÇ.e'C du plan vertical projetant 
de cette droite avec le plan des points q.q\r.r\s.s\ con- 
sidéré comme déterminé par les deux droites qv.q'r\ 
qs.q's ; gp-(fp' donne le troisième côté de la face consi- 
dérée ; les trois directions obtenues se coupent aux points 
a,a!^h,h\c.c\ qui sont des sommels du tétraèdre cherché. 
Ces trois points, étant joints respectivement aur points 
m . m\ n .n\p .]/, concourent en un ipême point d . rf', qui 
est le quafrième sommet du tétraèdre. 

Remarque. Le problème admet quinze solutions dif- 
férentes^ suivant les manières dont on groupe trois à trois 
les points donnés pour former les faces de la pyramide ; 
il impiorte donc d*indiquer dans l'énoncé de la question 
quels sont les points qui doivent appartenir aux mêmes 
faces. 

INTERSECTION DE DEUX POLYÈDRES. 

6. On donne deux pyramides ayant toutes deux pour 
base commune un hexagone régulier àbcdefilig. 166) situe 
dans le plan horizontal de projection ; Vune de ces pyramides, 

^ Le nombre des combinaisons de 6 points trois à trois est 
0x5x4 



1.2.3 



:20; 



•en prenant 3 points pour déterminer le plan d'une face, les 5 autres points 
donnent encore 5 combinaisons différentes : on obtient donc 20x3 com- 
binaisons ; mais, en raisonnant de cette manière, le plan de 3 points est 
pris pour chacune des 4 faces de la pyramide, et par suite chaque solu- 
tion est considérée quatre fois. On a donc en réalité 

60 ,^ , . 
-T- = 15 solutions. 

4 
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qui a son sommet en s . s', est régulière ; Vautre a son sommet 
LT dans le plan vertical projetant de P arête sb.s'b': on 
demande les projections de V intersection des deux pyra- 
mides et le développement de la surface latérale de la pyra- 
mide régulière. 

Construction. Les arêtes lalérales sb . s^b' et leA' e\ situées 
dans un niême plan verlical, se coupent en un point dont 
la projection verticale est m' et la projection horizontale 
m; les faces sàb .s' a'V et bef.Ve\f des deux pyramides 
se coupent suivant une droite dont m, m' est un point et 
dont on obtient un second point en prolongeant les traces 
horizontales ba et ef des deux faces, jusqu'à leur point de 
rencontre h; la partie mn.m'n' de cette intersection, limi- 
tée à l'arête «a. s' a' de la pyramide régulière, est un côté 
du polygone d'intersection; au point n.n\ Tinterseclion 
passe de la face sab.s'a'V de la pyramide régulière sur la 
face saf.s'a'p ; Tinlersection de cette face et de la face 
lef. l'e'fl de rautrepyramide est déterminée par deux points 
n.n' et f.f. Les deux pyramides sont supposées limitées 
au plan horizontal de projection ; il n'y a donc pas lieu de 
chercher la partie de l'intersection située sur les prolon- 
gements des faces. 

Le plan vertical mené par Ise est un plan de symétrie 
par rapport aux deux pyramides ; on construira donc 
facilement par symétrie la seconde partie mpd de la pro- 
jection horizontale de Tintersection, et on déduit facile- 
ment la projection verticale correspondante. 

Remarque. Les points projetés horizontalement en n et 
p sont symétriques par rapport à un plan vertical ; leurs 
projections verticales n' et p' sont donc sur une même pa« 
rallèle à la ligne de terre. 
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Les points m.m\ p,p' et d.d\ situés dans là face 
lde.l'd'e\ menée suivant ed perpendiculaire au' plan 
vertical de projection, ont leurs projections verticales 
m', p', d' situées en ligne droite sur la trace verticale 
td' de ce plan. 

Ponctuation. En projection horizontale, les traces ab^ 
te de deux faces de la pyramide régulière sont cachées 
par l'autre pyramide, ainsi que les portions an, bm et 
cp des arêtes latérales comprises entre leurs traces ho- 
rizontales et les points où elles percent l'autre pyramide; 
la partie Im de «ft, quoique cachée, est représentée 
en ligne pleine, parce que sb représente aussi la pro- 
jection horizontale d'une partie de Tarête le. Te' qui est 
vue. 

Sur le plan vertical, n'a\ projection verticale d'une par- 
tie de l'arête sa . s'a', engagée dans la pyramide irrégulière, 
est cachée ; w'c', projection verticale de la portion me,m'e' 
de Tarête le . le' y engagée dans la pyramide régulière, est 
également cachée. 

Développement. La pyramide régulière a été ouverte 
suivant Tarête se . s'e' (fig. 167) ; les six faces latérales sont 
des triangles isocèles identiques ayant tous pour base un 
côté de rhexagone qui sert de base commune, et pour 
longueur des côtés égaux «'g', longueur d'une arête laté- 
rale ; on obtient donc facilement le développement de la 
surface latérale de la pyramide régulière en décrivant l'arc 
d'un secteur avec «'p' pour rayon, en portant six fois sur 
cet arc une corde égale au côté de l'hexagone de base et 
en joignant le centre aux sommets de la ligne polygonale 
ainsi déterminée. 

On a porté sur sb^^ la longueur sm^ = «'(a' de sm.$'m\ 

11 
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sur^c^ et sa^^ la longueur sp^ =:sn^=s'v' de sn.s'n' et 
sp .«'p'; la ligne polygonale d^p^m^ «i/i est le développe- 
ment du polygone d'inferseclion. 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A SAINT-CYR EN 1868. 

7. Une pyramide régulière SABC à base octogonale s^ap- 
puie par sa base ABC sur le plan horizontal de manière que 
le côté AB placé à gauche est perpendiculaire à la ligne de 
terre. Chaque arête de la base a 57 millimètres de longueur 
et chaque arête latérale 119. Par le sommet S on mène la 
parallèle à la ligne de terre et Von px^d sur cette parallèle 
vers la droite une longueur ST égale ô R x 2,6, R étant le 
rayon du cercle circonscrit à la base. On joint le point T aux 
sommets A, B, C de manière à former une seconde pyra- 
mide TABC de même base que la première. Cela posé, on de- 
mande de construire : 

1** Les projections, de ces deuj: pyramides^ en ayant soin 
de distinguer les parties visibles et invisibles ; 

2** Les projections de la sphère circonscrite à la pyra- 
mide ABC et celles du point autre que le point c où cette 
sphère est rencontrée par V arête TC de la pyramide TABC. 

l^SoitABCDEloctogone régulier (fig. 195), base com- 
mune des deux pyramides ^ Le sommet de la première 
pyramide est projeté horizontalement en S, centre de l'oc- 

* Pour construire cet octogone régulier, d'un point quelconque S pour • 
centre avec un rayon quelconque on décrira une circonférence ; on par- 
tagera cette circonférence en 16 parties égales à partir d'une extrémité f 
du diamètre parallèle à â:^^. Les points de division a et h, voisins de f, sont 
les extrémités d'un côté ab de l'octogone régulier inscrit dans cette cir- 
conférence. On mènera les rayons Sa, Sft; on prendra sur aô, prolongé 
s'il est nécessaire à partir du point a, une longueur ag égale à la longueur 
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togone, et les arêtes latérales, suivant les rayons SA,SB. 
Pour avoir la hauteur, rabattons autour de EF sur le plan 
horizontal le plan vertical projetant de Tarête correspon- 
dante ; le sommet sera rabattu «n S^ sur la perpen- 
diculaire menée par S à EF et à une distance de E égale 
à la longueur donnée, 119 millimètres, pour les arêtes 
latérales. On obtiendra donc la projection verticale 
du sommet en relevant le point Si en S . S', et les projec- 
tions verticales des arêtes en joignant S' aux points A',C' 
projections verticales des sommets de la base. 

Prenons ST . S'T' parallèle kxyel prenons sur S T . S'T' 
une longueur égale à SA x 2,6 * ; en joignant ce som- 
met T. T' de la seconde pyramide aux sommets A, B, C de 
la base commune, on a les arêtes latérales de celte pyra- 
mide. 

Pour déterminer l'intersection, on remarquera que les 
arêtes latérales des deux pyramides sont .situées deux à 
deux dans un même plan; en effet, ST . S'T' est menée 
par un point S. S' de la face SCD . S'C'D' parallèlement à 
la droite CD . CD' de cette face ; elle y est donc^ située 
tout entière; les deux arêtes SD.S'D', TC. T'C, situées 
dans un même plan, se coupent en un point m. m' qui 
est un sommet de l'intersection; par la même raison, les 

donnée, 57 millimètres, et Ton mènera ^B parallèle à aS'; le point B de 
rencontre avec Sb est un sommet de la base cherchée; les autres sommets 
«ont les points de rencontre des rayons du premier octogone avec la cir- 
conférence décrite du point S comme centre avec SB pour rayon. 

* Pour déterminer cette longueur, au lieu de faire la construction ordi- 

45 
naire, on observera que 2,6 est à peu près égal à cos -ô" Si donc on mène 

puT le sommet D une tangente à la circonférence circonsd'ite à la base, 
cette tangente renconlre la parallèle ST, menée par le centre à xij en un 
point T tel que 

Al» 

ST = RcosDST=Rcos-^ = Rx2,6. 
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deux arôles SE . S'E', TB .T'B', dont les trace? B et E sor»t 
situées sur une parallèle AST, se coupent enn.n'. Les 
autres arêtes se coupent en des poinis nii.m', nj.ïi', dé- 
terminés de la même manière, et qui sont symétriques 
des premiers par rapport au plan vertical mené par 
ST. ST. L'intersection est par conséquent la ligne poly- 
gonale mn Wini.w'n'. 

Sur la figure, le résultat a été représenté en supposant 
que l'ensemble des deux pyramides forme une masse so- 
lide ; alors les parties des arêtes de chaque solide, qui 
sont plongées dans l'autre, disparaissent ; elles ont été 
représentées en traits discontinus*. 

2** Le centre de la sphère circonscrite à la pyramide 
SABC. S' A'B' C'est situé sur la hauteur lieu des points égale- 
ment distants des sommets de la base ; c'est le point de cette 
hauteur également éloigné des deux extrémités d'une arête 
latérale SD.S'D'. Faisons tourner le plan vertical de cette 
arête autour de la hauteur, de manière à le rendre paral- 
lèle au plan vertical de projection ; la projection verticale 
de cette arête devient S'D'^ ; le plan perpendiculaire au 
milieu de celte droite a pour trace verticale la perpendi- 

1 Le point G. G' et le point m. m' sont des points communs aux faces 
SCD.S'C'D' et TDC.T'D'C'; mais il faut se garder de considérer la droite 
qui joint ces deux points comme un élément de Tintersection des deux 
polyèdres : ces faces coïncident, il n'y a pas d'intersection à représenter. 

Les arêtes des deux pyramides appartiennent à deux cônes. On démontre 
dans la seconde partie que ces deux cônes» qui sont du 2' degré et qui ont 
une circonlérence commune, se coupent suivant une seconde courbe plane 
dont le plan est perpendiculaire au plan de symétrie parallèle au plan 
yertical ; tous les points de celte ligne, et par suite les sommets de la ligne 
polygonale d'intersection, sont donc projetés sur une ligne droite; c'm* 
n'est pas dans le prolongement de m'nf; cm,&ni n'ap|)artient donc pas à 
l'intersection. 

Gomme yériOcation, mV prolongé doit passer par la projection verticale 
«' du pied de la hauteur et par le point de concours de S'A' et T'E'. 
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culaire menée au milieu de S'D', el 0', point de rencontre 
avec S' s', est la projection verticale du centre de la sphère. 
OS', distance du centre à l'un des sommets, est le rayon 
de la sphère. Le résultat a été représenté dans l'hypo- 
thèse que la sphère est transparente ; on a figuré son 
intersection avec le plan horizontal comme ligne de con- 
struction. 

3"* Pour déterminer le second point de rencontre de l'a- 
rôte Te. Te' avec la sphère, nous considérerons le plan du 
grand cercle déterminé par cette arête, et nous le ferons 
tourner autour de son horizontalesr . o'r\ qui passe par le 
centre, pour le rendre horizontal ; le grand cercle d'in- 
tersection avec la sphère sera rabattu suivant le contour 
apparent horizontal ; le point C de cette arête sera rabattu 
ea Cj sur celte circonférence, le point r reste immobile, 
Tarêle est donc rabattue en c/ et son second point de ren- 
contre avec la sphère en l^ ; on en déduit facilement les 
projections /, /', situées sur Tarêle Tc.T'c'. 

DISTANCE DE DEUX PLANS PARALLÈLES. 

8. On donne trois plans PaP„ OpQ„ RR, (lig. 170) : on 
demande de eonstruire les projeetions d'une sphère de rayon 
donne r tangente à ees trois plans. 

Solution. Le centre do la sphère demandée est à une 
dislance égale au rayon donné r de chacun des trois plans, 
et par suite il se trouve dans trois plans parallèles aux 
trois plans donnés et menés à une distance de ces plans 
égale au rayon ; il est donc le point commun à ces trois 
plans. 

Exécution. Le plan parallèle à PaP^ à la distance r est 
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plp^, obtenu par la construction générale (109). Le plan 
parallèle à QPQ', mené à la même distance r, est çy^i;*^"^" 
le plan parallèle à RR^, qui est parallèle à la ligne de terre, 
est ppj, obtenu de la même manière au moyen d'un plan 
de profil ; les plans pop^ q^q^ se coupent suivant la droite 
afr.a'6'; les plans pjp^, q-^q^ se coupent suivant la droite 
ab.a'b'; les plans pSp, pp^ suivant la droite cd.c!d'\ ces 
deux intersections se coupent au point o.o\ qui est le cen- 
tre de la sphère cherchée. 

Remarque. Le lieu des points de l'espace distants d'un 
plan donné d'une distance donnée se compose de deux 
plans parallèles ; les deux plans parallèles à Pal\ sont 
coupés par les deux plans parallèles à Q^Q^ suivant quatre 
droites parallèles, et les points de rencontre de ces quatre 
droites avec les deux plans parallèles à RR^ donnent huit 
points distants de r des trois plans donnés ; le problème 
admet donc huit solutions. 



DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES. 

9. On donne une pyramide triangulaire sabc.s'a'b'c' 
(fig. 171); on coupe cette pyramide par un plan mené 
par un point m, m' de V arête sa . s' a' et perpendiculairement 
à cette arête : on demande les projections de Vintersec- 
tion. 

Construction. Nous déterminerons le plan perpendicu- 
laire à Tarôte sa. s' a' au moyen de deux droites, Tune 
mp.m'p' parallèle à sa trace horizontale dont on connaît 
la direction, l'autre mn.m'n' parallèle à sa trace verticale. 
Le plan de ces deux droites est rencontré par sc.s'c' au 
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point d . d', par sb . s'b' au point e,e^;le triangle med.m'e'd! 
est le triangle demandé. 

PROBLÊME DE RÉCAPITULATION. 

10. On donne deux droites ab.a'b', cd.c'd' (fig. 172), 
et un point m . m' sur cd . c'd' : on demande : 

1" De mener par ces droites deux plans parallèles entre 
eux; 

2° De construire un cube ayant une face dans chacun de 
ces plans j une arête dirigée suivant cd . cd ^ t le point m . m' 
pour un de ses sommets. 

Construction. 1** Par un point b.b' de ab.a'b^ menons 
be,b'e' parallèle à cd,&d' ^ et par ces deux droites 
ab.a'b\be.Ve' faisons passer un plan PaP^ ; par les 
traces & et d de cd.c'd' menons des parallèles Qp, Qj^ 
ù Pa et aP^ : les plans PaP^, Q^Q^ sont les plans de- 
mandés. 

2*" Menons par le point donné m. m' un plan vertical 
perpendiculaire à ces deux plans, et rabattons-le autour 
de sa trace horizontale Im; l'intersection de ce plan avec 
QpQi sera rabattue en Im^n^^ celle de ce plan avec PaP^, 
suivant rg^ parallèle à m^n^; la perpendiculaire m^g^ com- 
mune à ces deux intersections représente la distance des 
deux plans et le rabattement d'un côté du cube cherché. 
Si l'on remet dans sa position réelle le plan vertical qu'on 
vient de rabattre, g^ donne les projections j, g' d'un som- 
met de la base supérieure du cube. Pour avoir les projec- 
tions de la base inférieure, rabattons le plan QPQ^ de cette 
base autour de sa trace horizontale Qp, le point m vient 
en rwj sur la perpendiculaire nml à la distance /w, := Im^ 
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de la charnière ; le point c n'a pas bougé, cm, est le ra- 
battement deed.c'd'; on a pris Wj/; = gf^nijC6lé du carré, 
et Ton a construit le carré m^fh^k^y qui, relevé, donne les 
projections wfAfc, m'f'h'V. 11 n'y a plus qu'à mener par 
les sommets f.f^h.h\k,k des droiles égales et parallèles 
au côté mg.m'g' pour obtenir les sommets de la base su- 
périeure. 

Remarque. La distance mtU = ^Ji', portée sur le rabat- 
tement de cd,c' d\ pouvait être portée dans le sens op- 
posé ; on pouvait également construire le carré m^fih^k^ 
d'un côté ou dé l'autre de ce rabaltement ; le cube de- 
mandépeut doncoccuperquatre positions différentes dans 
l'espace. 

ANGLE DE DEUX PLANS. 

\\. On donne le rahatiement d^^h^c^A^ (fig. 173) d'un 
carré situé dans un plan mnp : on demande^ après avoir 
déterminé les projections de ce carré, de construire un tronc 
de pyramide régulière ayant ce carré pour base, pour hau- 
teur une droite donnée et ses faces latérales faisant avec le 
plan donné un angle donnée. 

Exécution. Cherchons d'abord le rabattement de la pro- 
jection de la base opposée à a^h^c^d^ sur le plan de cette 
base; nous aurons un carré ayant môme centre o^ que 
aj)^c^d^ et ses côtés parallèles à ceux de ce carré. Pour 
déterminer la grandeur d'un côté, cherchons le rabatte- 
ment sur le même plan de la section faite dans le tronc 
de pyramide par un plan mené par le centre Oj perpen- 
diculairement à a^ 64 ; la base inférieure est coupée sui- 
vant oj^ la face latérale menée par a^\ est coupée suivant 
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une droite rabattue en fg qui fait avec /bj l'angle donné a, 
la face supérieure est coupée suivant une droite rabattue 
en gl parallèle à fo^ 5 la distance fl de /bj, égale à la hau- 
teur donnée h. Sans construire lu section complète, on 
voit dans le triangle reclanglc gif que gl est la moitié de 
la diflérence des côtés des carrés de bases ; la parallèle gk 
à a^b^ représente alors la projection d'un côté de la base 
supérieure, et le point r^ de rencontre de gk avec la diago- 
nale c^a^, la projection d'un sommet de cette base. 

Si Ton remet le plan du carré a^b^^c^d^ dans sa position 
réelle, les projections de (l{b^^c^d^ sont abcd^ a'b'dd! \ le 
centre o^ a pour projections o, o' ; Textrémité E de la 
perpendiculaire, égale à la hauteur menée au plan de la 
base par le centre o. o' et rabattue suivant oE, se projette 
ene.e' ; la diagonale de la base supérieure, parallèle à la 
diagonale rabattue en c^a^, se projette suivant er.e'r' paral- 
lèle hca.c'a', et le point r^ qui appartient 5 cette diagonale 
et qui se relève dans un plan perpendiculaire à la char- 
nière ww, donne les projections r, r'. Il est facile alors d'a- 
chever les projections.de la base supérieure, dont on a un 
sommet et le centre, et dont les côtés sont parallèles aux 
côtés de la base inférieure. On joindra les sommels homo- 
logues des deux bases, et l'on aura les projections du tronc 
de pyramide cherché. 

PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES. 

\% On donne deux droites A.A', B.B' (fig. 174), dont 
Vune A.A' est parallèle au plan vertical de projection, 
et dont l'autre est perpendiculaire à la première sans la 
rencontrer : on demande de construire les projectio7is d'un 
cube ayant deux côtés dirigés suivant ces droites. 
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Solution. La plus courte dislance des deux droites est 
eif grandeur et en position un côté du cube demandé. 

Construction. La plus courte distance des deux droites^ 
élant perpendiculaire à A .A', a sa projection verticale per- 
pendiculaire à A', puisque A . A' est parallèle au plan ver- 
tical de projeclion ; cette projection verticale doil rencon- 
trer B' perpendiculaire à A' : donc cette projection de la 
plus courte distance se confond avec B' ; df .d est donc le 
point où la plus courte dislance rencontre A. A'. Pour 
avoir sa direction, menons le plan wad' perpendiculaire à 
B.B' et le plan m^d' perpendiculaire à A. A'. L'intersec- 
tion mn, pd' de ces deux plans donne la direction cher- 
chée, et Ton obtient ainsi les projections de, d'c' d'un côté 
du cube; la vraie grandeur de ce côté est d'c^; en por- 
tant cette grandeur de d.d' en e.e' sur A. A' et de d.d' 
en f.f sur une parallèle à B .B' menée par d,d\ on aura 
trois arêtes du cube partant d'un même sommet. Il n'y 
aura plus qu'à mener des parallèles pour achever les pro- 
jections du cube. 

Le cube peut occuper quatre positions différentes. 

PROBLÈME SUR LA SPHÈRE. 

13. Inscrire dans une sphère donnée o .0' (fig. 175) un 
cube dont une face soit parallèle à un plan donné RaRi per- 
pendiculaire au plan vertical de projection^ et dont une arête 
soit parallèle à une droite ab.aR^ donnée dans ce plan. 

Solution. On construit un cube de côté quelconque Ayant 
le point 0.0' pour centre, une face parallèle à RaR^ et un 
côté parallèle à aft.aR^. On détermine la distance d'un 
sommet de ce cube au centre et Ton a le rayon de la 
sphère circonscrite \ les projections du cube demandé sont 
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des figures bomothétiques à celles du cube ainsi construit 
et le rapport des dimensions homologues de ces figures 
est le rapport des rayons des deux sphères. 

Construction. Prenons pour face du cube auxiliaire le 
plan RaRj ; le côlé de ce cube sera le double de la perpen- 
diculaire menée du centre de la sphère sur le plan , et 
projetée verticalement en vraie grandeur suivant o' d \ ra- 
battons le plan RaR^ autour de Ra sur le plan horizontal ; 
afr.aR^ se rabat suivant afti, le centre du carré situé dan& 
ce plan, en c^ ; il est facile alors de construire le rabatte- 
ment m^n^piÇj du carré contenu dans ce plan et de dé- 
terminer le rayon c^E de la sphère correspondante * ; si on 
relève, les sommets w^, n^, p^, q^ donnent les projections 
verticales m', n', p', ç'. Si l'on mène un rayon quelconque 
o'd'D', que l'on prenne o'A' égale à c^E rayon de la sphère 
circonscrile au cube auxiliaire, en joignant d'p' et menant 
D'P' parallèle à d'p' jusqu'au point P' de rencontre avec 
o'^' ^ le point P' est le sommet homologua à p' sur le cube 
cherché ; on mènera P'M'Q' parallèle à m'fi et Ton déter- 
minera sur cette droite les sommets M', N', Q', homologues 
à m', n', ((, au moyen des rayons o'm', o'n', o' (}[. On con- 
struira facilement les projections verticales, sommets de la 
base opposée, qui sont symétriques de M% N', P', Q', par 
rapport à la projection verticale o' du cfentre. 11 est facile 
de passer des projections verticales des sommets aux pro- 
jections horizontales correspondantes. 

Si le plan donné avait une position quelconque, on au- 
rait recours à un changement de plan qui permettrait 
d'obtenir de la même manière la projection horizontale du 
cube, et on en déduirait facilement la projection verticale. 

* E^i est perpendiculaire à Gi^j et égal à la moitié du côté du carrc^. 
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PROBLÈME DE RÉCAPITULATION. 

14. 1° On donne la base inférieure ABCD (fig. 176) d*un 
parallélipipède^ laprojection horizontale AE d*u7ie arête la- 
térahj la longueur h de cette arête et V angle cl quelle fait 
avec le plan horizontal : on demande les projections du pa- 
rallélipipède. 

2° On donne les projections horizontales e et f de deux 
points situés sur les faces latérales dont les traces sur le 
plan horizontal sont AB et AD ; on demande de déterminer les 
projections verticales de ces points et de mener par ces points 
unplan qui coupe le parallélipipède suivant un rectangle. 

Construction. Prenons un plan \erlical de projection 
parallèle au plan vertical mené suivant AE; Tarêle pro- 
jetée en AE sera projetée verlicalcinent en vraie grandeur 
suivant A'E'=/i faisant avec la ligne de terre l'angle 
donné a ; on construira facilement les projections verti- 
cales des autres arêtes latérales. On obtient les projections 
verticales éJ', f des points projetés horizontalement en eei 
f, au moyen des horizontales re,r' e\ nf,n'p menées par 
ces points dans les faces ABE, ADE, dans lesquelles ils se 
trouvent. 

Le point de l'espace M, où le plan demandé passant par 
les points e . e\ f. f rencontre Tarête AE . A' E' intersection, 
des plans BAE, DAE, est le sommet de l'angle droit d'un 
triangle rectangle dont ef.e'f est Thypoténuse. On ob- 
tiendra donc ce point en cherchant le point de rencontre 
de Tarête AE.A'E' avec une sphère décrite sur ef.e'f 
comme diamètre. On déterminera d'abord la vraie gran- 
deur o'e\ du rayon de cette sphère, et, comme la droite 
AE.A'E' est parallèle au plan vertical de projection, on 
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obtiendra immédiatement la projection verticale m' de son 
point de rencontre avec la circonférence suivant laquelle 
son plan vertical projetant coupe la sphère ; le sommet 
ni.m' obtenu, on le joint aux points e.e\ f.f\ et Ton a 
deux côtés de la section rectangulaire cherchée qui cou- 
pent les arêtes BF . B' F, DG . D' G' aux points r . r', p .p' ; les 
deux autres côtés sont donnés par des parallèles aux deux 
premiers. 

Le point cherché m, m' doit être distant du point o.o' 
milieu de ef.e'f d'une longueur égale à la moitié de cette 
droite; on peut donc résoudre le problème en cherchant 
sur une droite donnée un point distant d'un point donné 
d'une longueur donnée, problème qu'on résout facilement 
au moyen d'un rabattement du plan du point et de la 
droite. 

Le problème admet deux solutions ; nous n'en avons 
construit qu'une sur la figure. 

GHANGEMEIHT DE PLAN DE PROJECTION. 

15. Déterminer sur une droite donnée A (fig. 177) «n point 
distant d'une seconde droite donnée B d^une longueur don- 
née 1. 

Solution. Soit M le point de la droite A qui satisfait à la 
question ; si de ce point on abaisse MN perpendiculaire 
sur B, cette perpendiculaire se projettera en vraie gran- 
deur sur un plan quelconque PQ perpendiculaire à B, et 
sa projection passera par le point B" projection de B sur 
ce plan ; il suffira donc, pour avoir la projection de la se- 
conde extrémité de la droite cherchée, de prendre un point 
m de la projection A" de A sur ce plan distant de la pro- 
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jection B" de B de la longueur donnée / ; on passera faci- 
lement de la projection auxiliaire du point cherché à ses 
projections sur les deux plans de projection donnés. 

Construction. Soient A . A', B . B' (fig. 1 78) les projections 
<les deux droites données ; soit ?aV^ un plan perpendicu- 
laire à B .B' ; les projections de A .A' et B .B' sur ce plan 
rabatlu autour de sa trace horizontale Pa sont le point B" 
et la droite A" (149) ; A" rencontre la circonférence décrite 
•de B" comme centre avec / comme rayon en deux points 
m'\, m", ; m"^ et m'\ sont les projections auxiliaires de deux 
points qui satisfont à la question ; la projection m\ donne 
les deux projections correspondantes m^, m\ sur A. A'. 
Pour obtenir les projections de la droite menée de ce point 
perpendiculairement à B.B', relevons le plan PaP^ et 
cherchons la projection horizontale de la droite rabattue 
suivant B"m'\, qui est dans l'espace parallèle à la droite 
cherchée; on en déduira la projection horizontale de cette 
dernière ; la droite rabattue en B"m"^ a pour projection 
horizontale hd; la parallèle m^e h hd est la projection 
horizontale delà droite cherchée ; on en déduit la projec- 
tion verticale m\e\ On déterminerait de la même manière 
les projections du point rabattu en m"„ qui donne une se- 
conde solution. 

16. Mener par un point un plan qui coupe une pyramide 
quadrangulaire suivant un parallélogramme. 

Première solution. Tout plan qui coupe deux plans suivant 
deux droites parallèles est parallèle à leur intersection ; 
tout plan qui coupe un angle solide quadrangulaire suivant 
un parallélogramme coupe les faces opposées deux à deux 
suivant des droites parallèles, et par suite est parallèle aux 
intersections des faces opposées prises deux à deux. 
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n suffit donc de construire ces intersections et de cher- 
cher la section faite dans la pyramide par le plan paral- 
lèle au plan de ces deux droites mené par le point. 

Exécution. Soient sabccL s' a'b'c'd' (fig. 190) la pyramide 
donnée et /./' le point ; les faces sad.s'a'd' et shc.s'Vc'SQ 
coupent suivant la droite ks.k's\ les deux autres suivant 
sh • s'W; les parallèles le . re\ If. Vf menées respectivement 
à ces droites par / . /' déterminent un plan qui coupe sc.s'o' 
au point q.q' (92) ; ce point est un sommet de la section ; 
en menant qm . qm' parallèle àsfc . s'V dans la face Md . s'a'd', 
et qp .qY parallèle à sh . s' h' dans la face scd . s'c'd', on a 
deux côtés du parallélogramme demandé. 

Deuxième solution. Tout plan détermine dans un angle 
solide quadrangulaire un quadrilatère dont les diagonales 
sont les intersections de ce plan avec les plans menés par 
les arôles opposées deux à deux ; le point de rencontre de 
ces diagonales est donc situé sur la droite d'intersec- 
tion de ces deux plans qui passent par le sommet ; pour 
que la seclion soit un parallélogramme, il suftit que ce 
point soit le milieu de chacune des diagonales. Si donc 
par un point quelconque de la droite qui joint le sommet 
au point de rencontre des diagonales de la section faite 
dans le solide par le plan horizontal, on mène dans cha- 
que plan de deux arêtes opposées une droite qui, terminée 
aux points de rencontre avec ces arêtes, soit partagée au 
point en deux parties égales, le plan de ces deux droites 
est parallèle au plan demandé. Il suffira donc de mener 
par le point un plan parallèle à celui-là et de chercher 
son intersection avec Tangle solide. 

Exécution, Soit «aftcd. «'a' frVd (fig. 191) la pyramide; 



Digitized by VjOOQ IC 



176 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIYE. 

menons les diagonales ac^ bd de la base ; joignons leur 
point de rencontre 9 . //' au sommet ; par un point . 0' de 
cetle droite menons rt . r't\ qui rencontre sa . s'a' en r . r' et 
sc.s'cf en t . t\ de manière que . 0' soit le milieu de ri . t'V 
(voy. la construction sur répure). Menons par ce même 
point une droite un .mV dans le plan des arêtes sh ,s'b'j 
sc.s'cf^ et qui les rencontre respeclivement en m. m' et t;.t;', 
de manière que . 0' soit le milieu de uv . wV ; menons 
par l.V des parallèles à ces droites ; le plan de ces paral- 
lèles, qui est le plan du parallélogramme demandé, ren- 
contre so ,s'o* en un point /*./*', qui est le point de rencon- 
tre des diagonales ; comme ces diagonales sont parallèles 
à rt . r't' et nv . n'v\ le parallélogramme est déterminé. 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A SAINT-GTR 
EN 1862. 

17. On donne sur unplan honzontalun quadrilatère ABCD 
(fig. 179). Pur la droiteEFy qui joint les points de concours 
des sommets opposéSj on fait passer un plan incliné sur le 
vlan horizontal d'un angle donné. Dans ce nouveau plan on 
décrit sur EF comme diamètre une circonférence et Von 
prend un point S de cette circonférence pour sommet d'un 
angle polyèdre formé par les quatre plam SAB, SBC, SCD 
et S AD. On demande de déterminer la projection horizontale 
et la vraie grandeur de la section faite dans cet angle polyè' 
drepar un plan parallèle au plan ESF et passant par un 
point donné. 

Nota. On rendra compte de la forme remarquable de 
la section. 
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DONJSÉES NUMÉRIQUES. 

AB = 83"^ 80 = 71™™, AD=22'"'", ES= 96"*». 
Angle ÀBC = 109% Angle BAD = 120\ 
Inclinaison de ESF sur le plan horizontal = 75^. 
Point donné B .0' — B' o' = 86™'". 

Construction. Le plan sécant étant mené parallèlement à 
un plan qui passe par EF, il conviendra de prendre la ligne 
de terre perpendiculaire àEF ; avec cette disposition le plan 
sécant étant perpendiculaire au plan vertical de projec- 
tion, on aura immédiatement les projeclions verticales des 
sommets de l'intersection. On a la trace verticale du plan 
FES en menant par le point e, où FE rencontre la ligne de 
terre, la droite sS' faisant avec cette ligne Tangle donné de 
75*. Si Ton rabat ce plan autour de EF sur le plan hori- 
zontal de projection, le sommet se rabat en S^ sur la cir- 
conférence décrite surEF comme diamètre, et sur un arc 
de cercle décrit du point E comme centre, avec la distance 
donnée 96™" pour rayon. Si ïqïï remet le plan dans sa po- 
sition première, le sommet rabattu en Si a pour projec- 
tions S, S' ; en joignant ce point aux sommets A . A', B . B', 
C . C, D . D' du quadrilatère donné, on a les projections de 
Tangle polyèdre demandé. 

Le plan sécant a sa trace verticale o'w parallèle à S's 
et sa trace horizontale mn perpendiculaire à la ligne de 
terre ; ce plan coupe les arêtes de l'angle solide aux 
points a.a', fc.fc', ce', d.d'. 

Si l'on fait tourner le plan nmo' autour de sa trace ho- 
rizontale nm pour l'appliquer sur le plan horizontal de 
projection, on obtient facilement le rabattement a^b^ c^d^ 
de la section et par suite sa vraie grandeur. 

12 
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Cette section est un rectangle ; en eifet, dans Tespace, 
l'angle rabattu suivant c, ft^ a^ est égal l'angle rabattu sui- 
vant ES^ F, car ces angles ont pour côtés des sections fai les 
parles faces de la pyramide dans deux plans parallèles ; or 
l'angle ESjF est droit comme inscrit dans une demi-cir- 
conférence ; il en est donc de même de Tangle c^fl^fti. — 
On \errait de même que les trois autres angles de la sec- 
tion sont respectivement égaux pour la même raison a\ix 
trois autres angles formés par ES^ et Si F ; donc tous ces 
angles sont droits. 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A SAINT-CTR 
EN 1863. 

18. Dans lu pyramide quadrangulaire SABCD (fig. 180) 
dont le sommet est en S, on donne SA = SB = SD = 88"**", 
AB = 19"^, AD == 58"»», awjf/e DAB = 90% angle XdC = 
111**, angle ABC= 69** : on demande de construire le^ pro- 
jections de ce solide en plaçant à volonté la base ABCD sur 
le plan horizontal. 

On déterminera ensuite : 

V Langle des faces SAB^ ABCD et celui des faces SBC, 
SCD; • 

2** Les projections et la vraie grandeur de la section faite 
dans le solide par leplan bissecteur de l'angle dièdre dont 
AB est V arête ; 

3** Le rayon de la sphère qui passe par les quatre points 
S, A, B, D, et Von démontrera que cette sphère passe aussi 
par le point C. 

CoîiSTRucTioN. On construira d abord avec les éléments 
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donnes la base ABCDde la pyramide, et Ton prendra pour 
ligne de terre une perpendiculaire h AB, afin de déterminer 
facilement la I race verticale du plan bissecteur de l'angle 
dièdre dont AB est Tarète, et par suite la section faite par 
ce plan dans la pyramide. 

On construira le rabattement Si AB de la face SAB, au 
moyen des longueurs données pour SA et SB; le sommet 
aura sa projection horizontale sur la perpendiculaire SiWi 
menée de Si sur AB ; comme les arêtes SA et SD sont éga- 
les, la projection de ce sommet se trouve aussi sur la per- 
pendiculaire menée sur AD par son milieu ; cette projec- 
tion S est donc déterminée ; la projection verticale cor- 
respotfcdante se trouve sur une perpendiculaire menée de 
S à la ligne de terre et à une distance de A' projection 
de AB égale à mSi qui, relevé, est parallèle au plan verti- 
cal. 

1** L'angle des faces SAB, ABCD, toutes deux perpendi- 
culaires au plan vertical de projection, est langleS'A'C 
formé par leurs traces verticales. 

Pour déterminer l'angle ,dièdre dont SC est l'arête, on 
mène un plan quelconque perpendiculaire à celle arête ; 
soit rbt perpendiculaire à SC la trace de ce plan : si Ton 
appelle E le point où ce plan rencontre Parête, dans le 
rabattement du plan autour de rt le point K se placera sur 
be à une dislance égale à la perpendiculaire menée dans 
l'espace du point b sur l'arête SC. Celle perpendiculaire 
a été obtenue en vraie grandeur en 6i, au moyen du ra- 
battement du plan vertical de l'arête SC ; l'angle est ra- 
battu en vraie grandeur suivant rkt. 

2** Le plan bissecteur de l'angle dièdre, dont l'arête est 
AB, a pour trace verticale A'p'g', bissectrice de S'A'C ; la 
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section a pour projection \crlicalc A'pY? pour projection 
horizontale ApçB ; elle est rabattue en \raie grandeur 
suivant Ap^^^B, 

S"" Le centre de h sphère, qui passe par les points S, A, 
B, D, se trouve sur la verticale menée par S, puisque cette 
ligne est Tinterseclion des plans menés perpendiculaire- 
ment au milieu des arêtes horizontales AB et AD ; il est 
aussi sur la perpendiculaire menée par le centre de la 
face SAB ; ce centre rabattu en Yi est projeté verticalement 
en y' ; le point o' de rencontre deS'o' avec la perpendi- 
culaire y'o' 5 A'S' est la projection verticale du centre 
cherché ; le rayon est o's'. 

Cette sphère coupe le plan horizontal de projection 
suivant un petit cercle qui passe par les points A, B, D ; 
ce petit cercle passe aussi par le point C, car, d'après les 
données, le quadrilatère ABCD est inscriptible (IH h- 69** 
= 180-). 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A SAINT-CYR 
• EN 1864. 

'.: 19.1^ Dans un tronc de pyramide régulière à base hexa- 
gonale (fig. 181) le côté de la grande base est égal à 0"',05, 
chaque arête latérale est égale à O'^jOôS ; les angles que font 
les arêtes latérales avec les côtés adjacents de la grande base 
valent chacun 80° : on demande de déterminer les projections 
du tronc en V appuyant par la grande base sur le plan hori- 
zontal. 

2° Ce tronc étant supposé réduit à sa surface et la base 
supérieure étant enlevée^ on déterminera les j)arties visibles 
de la partie intérieure en supposant Vœil placé à une hauteur 
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de 0^,71 au-dessus du plan horizontal sur la verticale me- 
née par un des sommets de la grande base. 

Construction. 1° Soit abcdf la grande base située sur le 
plan horizontal de projection et dont la diagonale eb, pas- 
sant par le pied e de d.e", est parallèle à la ligne de terre. 
Si Ton rabat autour de bc la face que détermine ce côl^ de. 
la base, l'arête latérale qui passe part sera rabattue sui- 
vant bg^ faisant avec bc l'angle de 80% et dont la longueur 
bg^ est égale à là longueur donnée O'^jGS. Toutes les 
arêtes latérales ont leurs projections horizontales dirigées 
vers le centre o de la base ; on obtiendra donc facilement 
la projection horizontale g du sommet rabaltu en g^ et qui 
se trouve sur Tarête projetée en ob ; l'arête projetée en bg 
est parallèle au plan vertical de projection ; elle se projette 
donc en vra^e grandeur sur ce plan, et le point projeté- en 
SI a sa projection verticale jf' sur la perpendiculaire- menée 
par g à la ligne de terre, et sur Tare décrit de V comme 
centre avectgf^ pour rayon. On a donc les projections gf,gf' 
d'un sommet de la base supérieure ; on en déduit facile- 
ment les projections du tronc de pyramide. 

2** Soit e,d^ le point donné sur la verticale qui passe 
par le point e; les rayons visuels qui partent de ce point 
et qui glissent surm/n forment deux plans dont il faut dé- 
terminer les intersections avec les faces latérales abg^ afm^ 
cbg^ cdn du tronc de pyramide donné. — Considérons le 
plan mené par /m et ^.^' et la face abg; les droites eLefVy 
gb.gfb' de ces deux plans, situées dans un même plan ver- 
tical, se coupent au point i.i' ; la trace horizontale de W. 
éî"i' est h; la trace horizontale du plan déterminé par 
e.e" eilm. Vm' est hs parallèle à Im ; cette trace rencontre 
ab prolongé en un point s^ qui est la trace horizonlale/de 
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rintersection des deux plans ; sifc, s'i'fc' sont donc les pro- 
jections de cette intersection ; au point fc . fc' de l'intersec- 
tion, situé sur ap.a'p\ Tintersection passe sur la face 
afmp; les points fc.fc', m.w', communs à cette face et au 
plan mené par /m, appartiennent à l'intersection ; fcm, kfm' 
sont donc les projections d'une seconde partie de Tinter- 
section. On trouve une autre partie de rintersection symé- 
trique de la première par rapport à eb projetée horizonta- 
lement suivant ik^riy et verticalement suivant i'ifnf. 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A SAlNT-CÎR 
EN 1865. , 

20. Trouver les projecUons de rintersection (Twie pyra- 
mide régulière pentagonale dont la base est sur le plan ho- 
rizontàl avec un plan perpendicidaire au plan verUcal 
(fig. 18-2). 

On prendra les données suivantes : 

' Le côté du pe^itagone qui sert de base a 0",07 
de longueur. 

p ) Lun des côtés est situé sur une parallèle à 

la ligne de terre menée à une distame de 
0",03. 
hauteur de la pyramide^ 0™,1 . 

Le plan sécant fait avec le plan horizon- 
Plan. . .1^ tal un angle égal à SO*", il est à une distance de 
0°*,05 du sommet de la pyramide. 

Après avoir déterminé les projections de rintersection^ on 
cherchera P angle de deux faces latérales de la pyramide. 

Construction. On a facilement les projections SABÇD^ 
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S'A'B'C'D' de la pyramide; pour avoir la trace verticale du 
plan sécant, on mènera une droite quelconque ag faisant 
avec la ligne de terre un angle de 50*", et Ton mènera pa- 
rallèlement à cette droite une tangente à la circonférence 
décrite de S' comme centre, avec un rayon égala 0,05. On 
a immédiatement les projections verticales m^n^^p'^q'^r* 
•des cinq sommets de la section ; on obtient facilement les 
projections horizontales w, n,p, q de quatre d'entre eux; 
pour le cinquième r.r', qui est sur Tarête SD.S'D', située 
dans un plan perpendiculaire à la ligne de terre, on ra- 
battra autour de SD le plan vertical projetant de cette 
arête; le point S vient en S", l'arête SD devient S"D et le 
point projeté verticalement en r' se place en r", d'où Ton 
déduit la projection horizontale r. 

Le rabattement du plan vertical SD sert encore à obte- 
nir la hauteur fg du triangle EGC, formé par un plan peiv 
pendiculaire à SD et qui donne Tangle dièdre dont SD est 
Tarête. 

i 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A l'ÉCOLE DE MARINE 
EN 1864. 

21 . Trouver sur un flan donné un point qui soit à des 
distances données de deux points donnés, Vun dans le plan 
vertical^ Vautre dans le plan horizontal. 

Solution. Soient A (fig. 185) l'un des points donnes et 
MN le plan sur lequel on cherche le point. Soit P le point 
demandé tel qu^ AP soit égal à la longueur correspon- 
dante donnée ; si l'on abaisse la perpendiculaire AC sur 
le plan MN et si l'on joint le point G au point P, le côté 
CP du triangle rectangle AGP a une grandeur déterminée, 
puisque l'hypoténuse AP et le côté AG ont des longueurs 
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connues. Le point cherché P se trouve donc sur une 
circonférence de rayon connu, décrite dans le planMN 
du piedC de la perpendiculaire AC pour centre; si l'on 
raisonne de la même manière pour le point B, on voit que 
le point cherché se trouve à Tinlersection de deux circon- 
férences. 

Construction. Soient donnés le point A (lig. 184) dans 
le plpn horizontal, le point B' dans le plan vertical, le 
plan MpN et les longueurs l et k. Menons par A un plan 
vertical perpendiculaire au plan M^N ; rabattons ce plan 
autour de sa trace horizontale AD, Fintersection de ce 
plan avec M pN est rabattue suivant DE, le pied de la 
perpendiculaire menée du point A sur le plan vient en F, 
et si, du point A comme centre avec / pour rayon, nous 
décrivons un arc de cercle, la distance du point G de 
rencontre avec EF au point F donne le rayon de la circon- 
férence à décrire dans le plan M^N du pied de la perpen- 
diculaire menée du point A. Si Ton rabatte planMgN 
autour de M^sur le plan horizontal, le point F vient en 
Fi, et la circonférence décrite de Fi comme centre avec FG 
pour rayon contient le rabattement du point cherché. Si 
Ion opère de même pour le second point B', on obtient 
une seconde circonférence qui coupe la première en 
deux points Ci et Oi. Ces points relevés donnent les pro- 
jections c.c\o . o', qui satisfont à la question. 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A l'ÉCOLE 
DE MARINE EN 1865. 

22. On donne les projections iV une pyramide triangulaire 
reposant sur le plan horizontal et un plan quelconque 
(Bg. 185). On fait tourner la pyramide autour de la trace 



Digitized by VjOOQ IC 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 185 

horizontale du plan jusqii^à ce que le sommet soit dans le 
plan. On demande les projections de la pyramide dans cette 
position. 

Prenons pour plan vertical de projeelion un plan per- 
pendiculaire au plan donné PaPi et soient sabc, s' a'V c' les 
projections de la pyramide. La projeelion verticale s' du 
sommet décrit un arc de cercle autour de a comme centre 
et vient se placer en s\ sur aPi ; les projections verticales 
des autres sommets décrivent autour de a des arcs de cer- 
cle correspondants à des angles au centre égaux à s'aPi, 
et Ion obtient ainsi les projections nouvelles a\^h\^ c\ 
qui, comme vérification, doivent se trouver encore en 
ligne droite, puisque, dans ce mouvement de rotation, le 
plan des trois points est resté perpendiculaire au plan 
vertical. Les arcs décrits par les sommets étant parallèles 
au plan vertical, les projections horizontales se déplacent 
parallèlement à la ligne de terre ; on obtient donc facile- 
ment les nouvelles projections horizontales «i, e/i, ti,Ci. 

Dans le cas où le plan donné PaP^ aii^rait ses traces dans 
des positions quelconques, on se servirait d'un plan ver- 
tical auxiliaire perpendiculaire au plan donné ; à laide de 
ce plan, on déterminerait, comme dans le cas précédent, 
la projection horizontale, et de cette projection on passe- 
rait facilement à la projection sur le premier plan vertical, 
puisque la projection auxiliaire fait connaître les distances 
de tous les points au plan horizontal de projection. 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A SAINT-CYR 
EN 1866. 

25. Un prisme droit a pour base un hexagone régulier 
ABCDEF dont le côté vaut 0'",034. Sur les arêtes latérales 
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qui partent des sommets A, B, C de la base on prend les lon- 
gueurs AG = 0^ 068, BH =0,055, Cl =0,025. Parles 
trois points G, H, I on fait passer un plan p qui détermine 
le tronc de prisme compris entre ce plan et la base ABGDEF. 
On demande de construire : 

1* Les projections horizontale et verticale de ce tronc, en 
posant la base ABCOEF sur le plan horrzontal, de mmiière 
que le côté AB soit peiyendiculaire à la ligne de terre ; 

2"" La partie du plan horizontal cachée par le tronc de 
prisme, r œil étant placé au-dessus du jjlan p à la distance 
0"*,122 sur la perpendiculaire à ce plan menée par le point 
où Vaxe du prisme le rencontre. 

SOLUTION. 

r Soit ABGDEF (fig. 186) la base donnée; les arêtes 
verticales AG, BU, CI sont projetées en vraie grandeiir 
suivant A' G', A' H', CT. Pour avoir la projection tçrticale 
du point où l'arête, dont le pied est en E, rencontre le plan 
p des extrémités G, H, I, considérons la droite qui, dans 
le plan p, joint ce point au point H projeté en B . H' ; celle 
droite a pour projeclion horizontale E6; elle rencontre 
la diagonale de la base supérieure projetée en AC . G' V au 
point m . w' ; H' m' est donc la projection verticale de cette 
droite * ; le point E'^, où H'tn' rencontre la perpendiculaire 
à la ligne de terre menée par E, est donc la projection ver- 
ticale cherchée. Pour délerminer les projections vertica- 
les des deux autres sommets, on remarquera que les 
côtés de la base supérieure projetés suivant EF et BG sont 

• * On peut construire plus simplement H'm'Ei, en observant que m' est 
le milieu de GT. 
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parallèles comme inlersections de deux plans parallèles 
par un troisième et qu'il en est de même des côtés pro- 
jetés suivant CD et AF; il suffit donc de mener E/ ¥\ pa- 
rallèle à Wl\ et PD' parallèle à G'P,; les points F\,D/ 
senties projections verticales des deux derniers sommets 
de la base supérieure. 

2** L'axe du prisme rencontre le plan de la base supé- 
rieure au point projeté horizontalement en o, centre de la 
base, verticalement en o', point de rencontre des diago- 
nales de la projection de la base supérieure. Pour mener 
par ce point une perpendiculaire de longueur donnée au 
plan Pj menons de ce point un plan vertical perpendicu- 
laire kp (106) et dans ce plan vertical une perpendiculaire 
égale à la longueur donnée à l'intersection. Soit E».E/n' 
l'horizontale du plan p qui passe par le point E.E'i; le plan 
vertical mené par a . o' rencontre cette horizontale au 
point projeté horizontalement en r ; si donc on fait tour- 
ner ce plan vertical autour de son liorizontale or pour le ren- 
dre horizontal, le point o . o' vient se placer en Oi sur la per- 
pendiculaire oOi à or, à la distance de o égale à o'co, dis- 
tance de . o' au plan horizontal de or; l'intersection de ce 
plan et de p est rabattue suivant Oif, et la perpendiculaire 
cherdiée suivant L0| perpendiculaire à rOi et égale à la 
longueur donnée. Si on relève le plan vertical rabattu, le 
point L aura sa projection horizontale l au pied de la per- 
pendiculaire y menée de L sur or, et sa projection verti- 
cale V à une distance XI' de E\n' égale à L/. 

Pour déterminer la partiq du plan horizontal qui est ca- 
chée, il suffit de joindre le point / . l' aux sommets E . E\, 
F. F'„ A.G', B.H', C .r et de déterminer les traces hori- 
zontales €, 9, a, p, Y de ces droites ; la partie du plan hori- 
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zontal comprise entre la base du prisme et la ligne poly- 
gonale Es(p6yC satisfait à la question. 

On a marqué par des hachures la partie cachée. 

COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A SAINT-CYR 
EN 1867. 

24. Un tétraèdre régulierSABC (fig. 187), dont les arêtes 
ont pour valeur commune 58°*", repose par sa base ABC sur 
le plan horizontal^ de manière que r arête AB est parallèle à 
la ligne déterre et le sommet C en avant de AB. Sur chacune 
des faces latérales SAB, SAC, SBC comme base, on construit 
un prisme droit dont la hauteur est égale à V arête du tétraè- 
dre. On obtient ainsi un polyèdre p, composé de F ensemble 
du tétraèdre et des trois prismes f et Ion demande de con- 
struire: 

V Les deux projections de ce polyèdre p; 

2** La section [du polyèdre p par un plan horizontal mené 
par le centre de gravité du tétraèdre. 

SOLUTION. 

1*^ Le sommet de la pyramide est projeté horizontale- 
ment au point s centre du triangle ABC. Pour avoir la hau- 
teur , rabattons sur le plan horizontal le plan vertical 
projetant de Tarête BS; le sommet sera rabattu en S^ sur 
la perpendiculaire sS^, menée de s à B5 à une distance de 
B égale à une arête, et par conséquent égale à BC. Cette 
hauteur sS^ permet de construire Ja projection verticale 
s' du sommet et par «uite celle de la pyramide. 

Pour déterminer une arête latérale du prisme. droit qui 
a pour base ASC, nous remarquerons que le plan vertical 
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projetant de SB est perpendiculaire à la face ASC et par 
suite contient l'arête menée par S. La section faite par ce 
plan dans la face ASC est rabatlue suivantwS^, et par suite 
l'arête suivant S^P^ perpendiculaire à wS^ et égale à AB. 
Ce point D^ relevé a pour projection horizontale le pied d 
de la perpendiculaire menée de D^ sur Bs prolongé, et pour 
projection verticale le point d' situé à une distance de la 
ligne de terre égale à D^d. 

Les arêtes latérales des trois prismes demandés ont 
leurs projections horizontales égales à sd et respective- 
ment perpendiculaires aux traces horizontales des faces 
correspondantes. L'arête projetée en A^ a pour projection 
verticale X'e' égale et parallèle à s'd'; les parallèles à 
xy menées par d' et e' contiennent les projections verti- 
cales de toutes les extrémités supérieures des arêtes ; ces 
projections sont donc déterminées. 

2® Le plan horizontal p'ç' mené par le centre de gra- 
vité du tétraèdre, c'est-à-dire à une distance du plan 
horizontal égale au quart de la hauteur, coupe une arête 
Ad. AV au poinl r.r'j Tarêle SA. S'A' au point t. i', les 
faces SAC, efc suivant les droites tk^ rg parallèles à l'arête 
horizontale commune AC. Les deux autres prismes sont 
coupés suivant des trapèzes dont les projections horizon- 
tales sont identiques au trapèzt^ rtkg. 

Remarque. 11 est facile de démontrer par le calcul que 
le point g se trouve sur le prolongement de la perpendi- 
culaire menée de A sur la ligne de terre; par suite, sa 
projection verticale g\ qui est lé point de rencontre àe c' .f 
et pY» est située en même temps sur la projection verti- 
cale de l'arête latérale menée par le point A ; on a donc 
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comme vérification sur le plan vertical trots droites qui 
concourent en un niâme point. 

On a représenté le résultat en supposant enlevée la par- 
tie du solide supérieure au plan sécant ]/ q\ 

. COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS \ l'ÉCOLE DE MARINE 

EN 1867. 

25. Étant donrté un parallélipipède placé d'une manière 
quelconque par rapport aux plans de projection et dont 
Ay B, C représentât troh arêtes contà^ës^ on propose dé- 
mener le parallélipipède par trois rotatiofis successives : la 
première autour d'un axe vertical^ la deuxième autour d'un 
axe perpendiculaire au plan vertical^ la troisième autour 
d^un axe vertical , dans une position telle que les arêtes A 
et B soient parallèles au plan horizontal y et V arête C paral- 
lèle au plan vertical, 

SOLUTION. 

On construira d'abord une horizontale de la face déter- 
minée par les arêtes A et B ; on fera tourner la figure au- 
tour d'un axe vertical, de manière que cette horizontale 
devienne perpendiculaire au plan vertical ; dans cette 
position, le plan de la face des arêtes A et B sera perpen- 
diculaire au plan vertical. On pourra le rendre horizontal 
en faisant tourner la figure autour d*un axe perpendicu- 
laire au plan vertical d*une quantité angulaire égale à 
Tangle de sa trace verticale avec la ligne de terre. Enfin 
on fera de nouveau tourner la figure autour d'un axe ver- 
tical, de manière que la projection horizontale de l'arête C 
devienne parallèle à la ligne de terre. 

Les trois axes peuvent avoir des positions qudconques. 
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— Nous les prendrons tous trois passant par le point com- 
mun aux trois arêtes données, de sorte que ce point restera 
immobile dans les trois mouvements de rotation. 

Soient A. A', B.B', C.C'les trois droites données ayant 
pour extrémité commune le point n.n' et pour seconde 
extrémité : la V' m.m\ la 2*^ ?.//', et la 3"r.r'. L'ho- 
rizontale de la face de A. A' et B.B' menée par m. m' a 
pour projection verticale m' g' parallèle à la ligne de terre, 
elle rencontre B.B' au point*jf .g' et a pour projection ho- 
rizontale mg. Si Ton fait tourner la figure de manière que 
mjf devienne perpendiculaire à la ligne de terre, le pied / de 
la perpendiculaire abaissée de n sur mg devient Z^, situé 
sur la parallèle menée de n à la ligne de terre, et Fangle 
in/j est l'angle du mouvement de rotation. Pour obtenir 
les positions nouvelles des extrémités m.wi', q-q'yV.r'j 
décrivons une circonférence de rayon quelconque du point 
m comme centre, et portons Tare ap qui mesure l angle 
hd^ sur cette circonférence, à partir de ses points de ren- 
contre avec nm, nq, nr et dans le sens //^ ; en joignant les 
extrémités au point n, on aura les projections horizontales 
des arêtes dans la nouvelle position, et par suite les pro- 
jections des extrémités, puisque les projections horizon- 
tales sont restées à la même distance n et que les projec- 
tions verticales se sont transportées parallèlement à la 
ligne de terre. 

Comme vérification, les nouvelles projections n', m\j q\ 
des extrémités de A. A' et B.B' sont en ligne droite, puis- 
que le plan de ces points est maintenant perpendiculaire 
au plan vertical. 

Si Ton fait tourner la figure autour de la perpendicu- 
laire au plan vertical mené par n . n', de manière à rendre 
horizontal le plan de A . A' et B . B', n' m\ q\ devient n' m\ q\ 
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parallèle à la ligne de terre; langle m\n'm\ est l'angle 
du mouvement et on en déduit facilement la nouvelle posi- 
tion n'r'j de nfr\. 11 est facile de déduire de là les projec- 
tions w,.m'„ Çj.g'j, ri.r\ des secondes extrémités de 
toutes les arêtes. 

Enfin si Ton fait tourner la figure autour de la verticale 
du point n.n', de manière à rendre C.C parallèle au plan 
vertical, Wj devient nr^; r^nr^ est l'angle du mouvement. 
Au moyen de la circonférence déjà employée, on obtient 
facilement les projections des arêtes dans la nouvelle po- 
sition, et par suite les nouvelles projections m^,m\^ Îs-Ç^» 
Tj./j des extrémités. Pour avoir la projection horizontale 
du parallélipipède, on construira le parallélogramme dé- 
terminé par 'ivm^ et nç,, et par les sommets on mènera des 
droites égales et parallèles à m\^ puis on joindra les extré- 
mités. 11 sera facile de déterminer la projection verticale 
limitée à deux parallèles à la ligne de terre, 

Remarque. La solution de ce problème est indiquée au 
dernier alinéa du paragraphe 144 de cet ouvrage. 

En effet, le plan des droites A et B devant être rendu 
horizontal, une perpendiculaire à ce plan devient verticale. 
On jest donc ramené à ce problème : rendre une droite 
verticale par un double mouvement de rotation, l'un autour 
d'un axe vertical, Tautre autour d'un axe perpendiculaire 
au plan vertical. 

SUJET DE COMPOSITION DONNÉ EN 1869 AUX CANDIDATS 
A l'école NAVALE. 

26 . On donne la projection horizontale d'un parallélipipède 
rectangle et la projection verticale d*un sommet ; construire 
la projection verticale du parallélipipède. 
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Soient abcd a^b^c^d^ la projection horizontale donnée et 
a, a' le sommet qui fixe la position du paraliélipipède. Le 
parallélipipède devant être rectangle, l'arête projetée en 
aa^ est perpendiculaire au plan des deux arêtes proje- 
tées en ab et ad ; la perpendiculaire bm, menée de b sûr 
aa^, est donc la projection horizontale de l'horizon taie 
de ce plan qui passe par le sommet B^; mab est la 
projection horizontale d'un triangle rectangle en A, 
qu'il est facile de rabattre en mkj> sur le plan hori- 
zontal de mby au moyen d'une circonférence décrite sur 
mb comme diamètre ; A^ étant le rabattement du som- 
met projeté en a, on voit que le point A de lespace est à 
une distance du plan du rabattement égale à aÂ,, côté de 
l'angle droit d'un triangle rectangle, dont A^/ est l'hypoté- 
nuse et al le second côté de l'angle droit ; on connaît donc 
la dislance* de a' à la projection verticale m' 6' de mb 
. (cette distance peut être portée dans un sens ou dans l'au- 
tre) ; on en déduit les projections verticales a'fc'et a'm' ; 
on prolonge a' m' jusqu'à la rencontre c' de la perpendi- 
culaire à xy menée par c, et l'on a ainsi les projections ver- 
ticales a'b\ a'& de deux arêtes. 

Pour avoir la projection verticale de la troisième arête, 
qui passe par le point a.a\ on remarquera que cette arête 
perpendiculaire au plan des deux autres a sa projection 
verticale perpendiculaire à la trace verticale de ce plan ou 
à la projection verticale de toute droite de ce plan paral- 
lèle au plan vertical de projection. Menons la projection 
horizontale mn parallèle à xy d'une droite qui satisfait à 
cette condition; cette droite rencontre ab.a'b' au point 
m.w'joc.a'c' au point n.n'; o'/' perpendiculaire à w'n' est 
la projection verticale de la troisième arête qui passe par 
a.atj et le sommet projeté ena^ donne la projection verli^ 
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calea\. Il suffira alors d'achever le parallélogramme dé- 
terminé par oj^ et ac et de mener par tous les sommets 
des droites égales et parallèles à a'a\; on aura ainsi tous 
les sommets de la projection verticale. 

SUJET DE COMPOSITION D0NI(É EN 1869 AUX CANDIDATS 
A SAÎNT-CYR. 

27. V Un prisme droit a pour base un hexagone régulier. 
Le côté de la base vaut 51 millimètres et la hauteur du 
prisme est quintuple du côté de la base. Une face latérale 
coindde avec le plan horizontal de projection^ les arêtes laté- 
rales faisant avec la ligne de terre un angle de 30"*. On 
demande de construire les projections de ce prisme. 

2° Soit le point miUeu de V arête latérale supérieure 
qui est le plus en avant du plan vertical. On considère les 
points situés sur les arêtes latérales et qui sont à la même 
distance du point o, distance égale au double du côté de la 
base; on joint chacun de ces points au point voisin situé sur 
r arête suivante; on obtient ainsi une ligne polygonale tracée 
sur la surface du prisme. On demande de construire les pro- 
jections de cette ligne. 

V Soit aa^ (fig. 132) une arête latérale de la face 
qui est située sur le plan horizontal ; nous avons vu com- 
ment, au moyen du rabattement atCDEF de la base menée 
par a, on peut obtenir les projections cbaf^ a'Vdd'e'f 
d'une base et par suite la projection'du prisme. 

2° Les points demandés, qui sont sur les arêtes à une 
dislance égale à la diagonale aD, sont les points de ren- 
contre de ces arêtes avec la sphère qui a pour centre o.o' 
et pour rayon aD. Cette sphère coupe le plan dès arêtes 



Digitized by VjOOQ IC 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 495 

supérieures suivant une circonférence de grand cerr^le qui 
donne les quatre points a.a', p.p%Y-ï'jS*^'î ^Mg coupe 
lé plan des deux arêtes situé à égales distances des faces 
supérieure et inférieure suivant la circonférence om.o'm'^ 
qui donne les quatre points e.e', Ç-C» vj.r/, 9.6'; enfin 
elle coupe le plan de la face inférieure, qui est le plan ho- 
rizontal suivant la circonférence o/i.o'n', qui donne les 
trois points [jl . [jl', v . v', w . w'. 

On remarquera que l'arête aa^ est à une dislance du 
centre égale à aD, c'est-à-dire égale au rayon ; cette droite 
est donc tangente à la sphère ; voilà pourquoi on n'obtient 
qu'un point w.o)' sur cette arête. 

En joignant les points obtenus comme l'indique 
l'énoncé-, on obtient pour la ligne polygonale demandée 
(i)t)Ya5iJià)ôapÇY • a>'r) Ya'-- V'to'O'5'P't Y • 



FIN 



Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



TABLE DES MATIÈRES 



PREMIÈRE LEÇON. 

Notions préliminaires , 

But de la géométrie descriptive 3 

Méthode des projections 4 

Détermination d'un point 5 

Théorèmes relatifs aux projections d'un point 6 

fxamen des différentes positions d'un point 8 

Détermination d'une droite 10 

Théorèmes relatifs aux projections des droites 11 

DEUXIÈME LEÇON. 

Représentation d'un plan «... 13 

Observations sur les différentes positions d'un plan 14 

Détermination de la vraie grandeur d'une figure située dans un plan 

vertical 15 

Conventions relatives à l'exécution des épures 16 

Premier exercice 19 

Deuxième exercice .' 20 

Troisième exercice 21 



TROISIÈME LEÇON. 

Problèmes sur la ligne droite 25 

Déterminer les projections d'une droite dont on donne les traces. . . 25 

Réciproque 25 



Digitized by VjOOQ IC 



198 TABLE DES MATIÈRES. 

Remarque sur la position d'une droite donnée par ses projections. . 26 

Mener par un point une parallèle à une droite donnée 26 

Cas particulier ^. •• . 27 

Distance de deux points. Problème inverse. Angles d'une droite avec 

les plans de projection 27 

Mener par un point une droite qui fasse avec les plans de projection 

des angles donnés 50 

Point de rencontre de deux droites situées dans un plan perpendicu- 
laire à la ligne de terre 33 



QUATRIÈME LEÇON. 

PROBLÈMES RELAnrS AU PLAN. 

Problèmes indéterminés 54 

Problèmes, On donne les projections horizontales d'un point, 
d'une droite situés dans un plan : trouver leurs projections verti- 
cales 57 

Applications 59 

Construire les traces d'un plan déterminé par deux droites qui se 

coupent 59 

Autres problèmes sur le plan 40 

Intersection de deux plans 42 

Déterminer le point commun à trois plans 42 

Dix cas particuliers de l'intersection de deux plans. . '. 45 

CINQUIÈME LEÇON. 

APPLICATIONS. 

Section faite dans une pyramide par un plan 51 

Intersection d'une pyramide et d'un prisme qui ont leurs bases sur 

le plan horizontal de projection 52 

Intersection de deux polyèdres quelconques 52 

Épure de l'intersection d'un prisme et d'une pyramide 54 



SIXIÈME LEÇON. 
Intersection d'une droite et d'un plan 57 

APPLICATIONS. 

1« Déterminer les points de rencontre d'une droite et d'une pyra- 
mide 58 

2» Intersection de deux plans déterminés par deux droites qui se 
coupent , 59 



Digitized by VjOOQ IC 



TABLE DES MATIÈRES. 199 

S* Questions d'ombre 59 

4» Intersection de deux polyèdres. Ombre portée par un triangle sur 
une pyramide tJO 

50 Mener par un point une droite qui s'appuie sur deux droites don- 
nées 63 

6« Mener parallèlement à une droite donnée une droite qui s*appuie 
sur deux autres droites données 63 



SEPTIÈME LEÇON. 

Droites et plans perpendiculaires , 64 

Théorèmes 64 

PROBLÊ11E8. 

Distance d'un point à un plan déterminé par ses traces 67 

Distance d'un point à un plan déterminé par trois points 68 

Distance de deux plans parallèles 70 

Mener à un plan un plan parallèle à une distance donnée 71 

Distance d'un point à une droite 71 

Distance de deux droites 72 

Théorème sur la plus courte distance 73 

Cas particulier de la distance de deux droites 74 



HUITIÈME LEÇON. 

MÉTHODE DES KABATTEMENTS. 

Solution générale du problème des rabattements 74 

Rabattement d'un point 77 * 

Rabattement d'une droite 79 

Problème inverse du rabattement 79 

Observations sur l'exécution des constructions 80 



NEUVIEME LEÇON. 

APPUGATIONS DE LA MÉTHODE DES RABATTEMENTS. 

Angle de deux droites 82 

Cas particulier où l'une des droites est horizontale *83 

Mener par un point une droite qui fasse avec une droite donnée un 

angle donné 83 

Cas particulier où l'angle donné est droit. . . « 84 

Angle d'une droite et d'un plan 84 

Angle de deux plans 84 



Digitized by VjOOQ IC 



200 TABLE DES MATIÈRES. 

Déterminer les projections d'une circonférenee qui passe par trois 

points , 87 

Observations sur la méthode des rabattements 89 



DIXIÈME LEÇON. 
. » 

Changements de plans de projection v 91 

Changement du plan vertical 91 

Application. Section plane d'une pyramide 92 

Application du changement de plan horizontal. Distance de deux droites 

dont l'une est parallèle au plan vertical de projection 93 

Transport de l'un des plans de projection parallèlement à lui- 
même 94 

Changement de plan quand on remplace l'un des plans de projection 

par un plan quelconque 94 

Application à la distance de deux droites 95 

Changement de plans quand on remplace les deux plans de projection 
par deux plans quelconques perpendiculaires entre eux 96 



ONZIÈME LEÇON. 

MOUVEITENTS DE ROTATION. 

Déterminer ce que deviennent les projections d'un point, d'une droite, 
les traces d'un plan, lorsqu'on fait tourner une figure autour d'un 
axe perpendiculaire à l'un des plans de projection 99 

Cas où l'axe a une position quelconque • 101 

Combinaisons des changements de plans et des mouvements de rota* 
tion 101 

Application à la plus courte distance de deux droites. ....... 102 

DOUZIÈME LEÇON. 

PROBLiMES RELATIFS A LA SPHÈRE. 

Mode de représentation d'une sphère 404 

Étant donnée une projection d'un point situé sur la surface d'une 

sphère, trouver la seconde projection de ce point 105 

Intersection d'une sphère et d'un plan . 106 

Intersection de deux sphères 108 

Déterminer les points communs à trois sphères. . 110 

Déterminer les points de rencontre d'une droite et d'une sphère. . . 112 



Digitized by VjOOQ IC 



TABLE DES MATIÈRES. 201 

TREIZIÈME LEÇON. 

PLANS TANGENTS A LA SPHÈRE. 

Théorèmes relatifs aux plans tangents à la sphère, au cône et au cy- 
lindre de révolution 114 

Courbe de contact d'une sphère et d'un cylindre circonscrit parallèle- 
ment à une droite donnée 118 

Courbe de contact d'une sphère et d'un cône circonscrit dont on 

donne le sommet 119 

Plan tangent à la sphère : l*" par un point de la surface 120 

2» Parallèlement à un point donné 120 

3*> Par une droite donnée 120 

Plan tangent à deux sphères mené par un point donné 125 

Plan tangent à trois sphères 124 

QUATORZIÈME LEÇON. 

PROBLÈMES DIVERS. 

Cû'conscrire une sphère à un tétraèdre 126 

Inscrire une sphère dans un tétraèdre 127 

Sphères tangentes aux quatre faces d'un tétraèdre 130 

Mener par une droite un plan qui fasse par un des plans de projec- 
tion un angle donné 151 

Mener par une droite un plan qui fasse avec un plan quelconque un 

angle donné 132 

Mener par un point un plan qui fasse avec deux plans donnés des 

angles donnés 133 

Cas où les plans donnés sont les plans de projection 134 

r QUINZIÈME LEÇON. 

ANGLES TRIÈORES. 

Examen des différents cas à résoudre 137 

Problème fondamental 138 

1*' cas. On donne les trois faces : 139 

2* cas. On donne deux faces et l'angle dièdre compris 140 

3* cas. On donne deux faces et l'angle dièdre opposé à l'une 

d'elles 141 

4« cas. On donne une face et les angles dièdres adjacents 143 

5« cas. On donne une face et deux angles dièdres dont l'un opposé à 

la face 145 

6* cas. On donne les trois angles dièdres 144 

Observations sur la discussion des angles trièdres 145 



Digitized by VjOOQ IC 



202 TABLE DES MATIÈRES. 

Réduire à l'horizon l'angle de deux droites 149 

Meper par le point de rencontre de deux droites une ti'oisième droite . 
qui fasse avec les deux premières des angles respectiveuient égaux à 

des angles donnés 15) 

Mener une droite qui en rencontre deux autres et fasse avec elles des 
angles respectiYement égaux à deux angles donnés. ...;... 151 



EXERCICES. 

1 . Problème sur la distance de deux droites 152 

2. Problème sur les droites et plans parallèles 153 

3. Section plane d'une pyramide octogonale * • • . ^^ 

4. Section plane d'un prisme pentagonal régulier 157 

5. Problème sur les intersections de droites et de plans 157 

6. Intersection de deux pyramides ayant pour base commune un 

hexagone régulier 159 

7. Composition donnée aux candidats à Saint-Cyr en 1868. . . . 162 

8. Problème sur la distance de deux plans parallèles 165 

9. Problème sur les droites et plans perpendiculaires 166 

10. Problème de récapitulation 167 

11. Problème sur l'angle de deux plans 168 

12. Problème sur la plus courte distance de deux droites 169 

13. Problème sur la sphère 170 

14. Problème de récapitulation 171 

15. Problème sur les changements de plans de projection 173 

16. Mener par un point un plan qui coupe une pyramide quadran- 

gulaire suivant un parallélogramme 174 

17. Composition donnée aux candidats à Saint-Cyr en 1862 ... 176 

18. Composition donnée aux candidats à Saint-Cyr en 1863 ... 178 

19. Composition donnée aux candidats à Saint-Cyr en 1864 ... 180 

20. Composition donnée aux candidats à Saint-Cyr en 1865 . . . 182 

21. Composition donnée aux candidats à l'École de marine en 

1864 183 

22. Composition donnée aux candidats à l'Écolô de marine en 

1865 184 

23. Composition donnée aux candidats à Saint-Cyr en 1866. . • . 185 

24. Composition donnée aux candidats à Saint-Cyr en 1867. . . . 188 

25. Composition donnée aux candidats à l'École de marine en 

1867 190 

26. Composition donnée aux candidats à l'École de marine en 1869. 192 

27 . Composition donnée aux candidats à Saint-Cyr en 1869. ... 194 



PARIS* ' IMP« SIMON RAQOR KT COUP., ROB D'KRFDRTE, 1. 



Digitized by VjOOQ IC 



TKAITÉ ÉLÉMENTAIRE 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 



Digitized by VjOOQ IC 



l'ARM. - IMl'. SIMOX liAÇOX KT COHr., ItCK b'KlirUKTIi. L 



Digitized by VjOOQ IC 



TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 



PAR M. KItES 

Ancien élève de l'École polytechnique 

Ancien professeur de mathématiques aux Écoles de l'artillerie et du génie 

Chef des travaux graphiques à l'École polytechnique 

Maître de conférences à l'École normale supérieure ^ 

Professeur de géoicètrie descriptive au* lycées Louis-Ie-Grand 

Saint-Louis, Napoléon, etc., etc. 

CHEVALIER DE LA LÉGION d'HONNEUK 



PREMIÈRE PARTIE 

A l'usage Des CLASSfSS DE MATHÉMATIQUES ELEMENTAIRES 
ET DES CANDIDATS AU BACCALAURÉAT ES SCIENCES 



TROISIÈME ÉDITION 



PLANCHES 



PARIS 

LIBRAIRIE IIACIIETTE ET C'^ 

BOULEVARD SAINT-GERMAIN, N* 79 

1870 

Droits de propriété et de traduction réservés. 



Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 






"' '• 



Digitized by VjOOQ IC 



GÉOMÉTRIE DESCRlPTn^E. Première partie. 




rmpf^Mof^ttm .67.Â. SPjmtfttM. farU . 



^ Libf'aiFie de L.HACl 

Digitized by VjOOQIC 



PU 




ETTi: & Of Paru. 



£^maiirr ûrttveurdf ttmpermu- . 

Digitizec 










9ii^ 



• Digitized by VjOOQ IC 






Digitized by VjOOQ IC 



G£OM£TRI£ DESCRIPTIVE Première partie. 



Jiœ. a3 . 



Fiœ. aj^. 




Imp ^ ¥(iutff/»it'. ParU . 



Digitized by 



GoogL 



Librairie de L.HAC 

e 



Fig. 25 . 



PL 2. 



9' 



/ p/ 



*i\r y f" c" d ' 




iETTR a CA* Pai-is. 



Xgmiat/rf fnvaçtr lie l'imper eur .i 

Digitized by VjOOQIC 









Digitized by VjOOQ IC 



^ Oi THE 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE Premirrr partie. 




Fig. 46 




Fi^. iy. 




~r~y •^- 




Fig' 48. 



\np T .fan^n, J'arùr 



Librairie de !.. H \ 



Digitized by 



Google 



PI. 3 




IMHETTE a C»5 Paris . 



Zemtùtre ûrazurur tir l'Eriwfreur .rc . 
Digitized fy LjOOQIC 



^5»h-y "' 



Digitized by VjOOQ IC 






Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE. Ppemièrc partie . 




-.r •*- 



Fig. 52. 



^ r, r . . -J-:^^....^ 



% *n 



Fig. 5;. 



Fïq:. 5i 



x^ 



.^^' 



Fiff. i 



— jr-r — 



-Jl 



-^ 



-^ T-^y-^âT^ 



^rrr 











V. 


ej 


«y 






/ / . 

/ 
/ 




f 




h 


/ 








rC 


/. .. 








.'/ ' 



bnpf' Man^e4m,. FarLr . 



Digitized by VjOOQIC 



Librairie de L. HAi 



Pin.. 




HETTE & Cr Pari» . 



Lenuuir^ iiraofur lU 7' 

Digitized by 



/Google 



Digitized by VjOOQ IC 



\ 



Digitized by VjOOQ IC 



GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. Première partie. 




* M»ntj4'4m ■ Par if 



Librairie do L. HA 



Digitized by VjOOQIC 



PI. 5. 




IIKTTK ft & Paris. 



Zf/ruti/rr ûroD^urdr rKm^enwsc- 

Digitized by VjOOQIC 



Digitized by VjOOQ IC 







Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE Première partie. 




Imp f Ituu/ivn ParLr . 



Digitized by LjOOQIC 



PI. 6. 



Fig. H- 




KTÏE ft (•'.*■ Pari». 



Digitized by ' 



/Google 






Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



OKOMETRIE DESCRIPTIVE. Première fariit . 




Ti^.iol^. 




Fi^. io5 . 




Ay»f* J S»jf> w t . /Wv> • 



librairio d^ L. HA 



Digitized by 



Google 



PI. 



Fiœ. loo . 





irRTTE & l\« Pari. . 



¥i^. io5. 




.^^f' 



f^^: 



Mw 4: 



-1 ,^ 



"^ 





fx;nr^V:57l^;:^ \>., 






\ w ^' 




'l ^ v^ 


\ . /\ /' ^, ' 1 


'_ 


\ >^'' A ^' 1 


\ \ 




.>^-"'T' 


'' '"'"" ^' . , ' 




• - , .M- .^x 




■- --M--- ■ 




0, /y . 


n ' 


.^' 


II' 


--<' 




I 



LemutUiT ikwfettrde l'P.m^frmr jt. 

Digitized by VjOOQIC 



Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE IVrmiêre |Mrtie. 



i 
j 


"S* 


/ 






'i 


- 


u: I 


— N 


if. 


/ ^"v^ 






i¥ 


/'' ! 


é 


1^ 


.^ ^'^ 


^ 


! 




\ 1 


%/[^ 


y 


- '/ 1/ 


^.^^ 




"^v^ 



Kij-. I,;. 




J- 



f>' / 



Fia». III 




Fiç. no. 



^^ ,. \ 



w. 




-.^e^ 



>v 



\ / 






/ 


'i. 


/ 


\ /' 


7 




x^^ 






-- 







,/ 



Fi^r. Il 3 . 



y'- 



Imp f MiVtgeon . J'twif . 



Digitized by 



Google 



Librairie de L.IU 



PI. a. 




HETTK & C« Paris. 



Lemaùre 4/t\ivtur de lEmperetu- 

Digitized by VjOOQIC 



Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE. Première partie. 



Fiq*. u5 



Fiq*. ii6 . 






E 




Fig. 12 2. 




D 




^-.M 


A 






C 


B 



Inip fJÊatt^f^m . Parùr 



Librairie de L. HA 



Digitized by VjOOQ IC 



PL 



Fig;. uy 




ETTE & O* PariB . 



ZemaUre Graveurde VRnpereurj 

Digitized by VjOOQIC 



Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE Première partie. 



•^— t 




Imp f JùttyMn . Parir 



Digitized by 



Google 



Librairie de L. IL^ 



Pl.K 



Fig. 126 



.^M- 



I \ 

I i\ 



F'«l 



\ 



^> 



— -y. 



V" 






i \. 









.//--^, 




Fia». i3a . 




lETTE ft C« Paria . 



lemoitre firaveur de l£mf>emir 4 

Digitized by VjOOQIC 






Digitized by VjOOQ IC 






Of r 



Ca ^^ 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE. IVemière partie . 



Fiq*. i33 . 



fiœ. i34 • 




/»%p."* .¥a/LftvM . Parif 



Lily^iuiie de J.. IL 

Digitized by N^jOOQIC 



/GooQk 



PI. 11. 




•JIZTTK fr ir Tari». 



Imuuirf pt^eur de l'Empereur ,fc ■ 
Digitized by VjOC 



Digitized by VjOOQ IC 



v^ 




y?. ^" 



■y 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE. Première partie. 




Impf^ Moi^eon-. Paru' 



LibrAirie de L. fMC 



Digitized by 



Google 



PI. 12. 




KÏTE a C»? Pans. 



Digitized by ' 



/Google 




Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE . Première partie . 



Yiçr, 160 . 




Jmpf Jfai^eorv.Fariif . 



ïiir. 161 . 



Fig-.iog. 





LibrtùHe de L. HA< 



Digitized by VjOOQIC 



PI. 13. 




HKTTK ft C5 Ruas. 



Lemaitre ûnuteur ^^ lEat/urêvr jy^. 
Digitized by ' 



/Google 



Digitized by VjOOQ IC 




^'i.;^-:-:-i 




Digitized by LjOOQIC 



tfROMETRlR DESCRIPTIVE. Première partie 

I 




fmp f Mafufeon . PartJ- 



Digitized by 



Google 



LiVàii'ic' <iP l'-'Hi 



jPl.14. 



Fiœ. 166. 




:îbkttiù &05.ftirii». 



Digitized by ' 



/Google 




Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE IVmiiri^ |Mu4ir. 



Fiç. 168. 




I 

Impf Miti^evn . Fttrùr 



Digitized by 



Google 



Lilinùne de L. HA 



PI. 15. 




!HETTE ft Cr Ans 



Digitized by VjOOQ IC 




-v^ 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE, Première partie. 




iS*^ fMiutgeon'. Parif . 



Librairie de L. HA( 



Digitized by VjOOQIC 



PI.16. 




4ETTC ft Cr VàriB. 



Digitized by VjOOQ IC 




Digitized by VjOOQIC 



Digitized by VjOOQ IC 



flCOMETRIE DESCRIPTIVE. Promcre partie. 




Inyf f'M^ngwn. Paru 



Librairie de L. OA 

Digitized by VjOOQIC 



Pii7. 




«KETTi; ft C^ Huis 



Digitized by 



Googl 



Digitized by 



Google 




Digitizêd by CjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCIUPTIVE. Premim partie 




tmp f^ Mangepn . Farù . 



Digitized by 



Google 



Lil>rairie de L. TUW 



PI. 18. 




«irrTE & Cf Pari*. 



Xemaitrt 

Digitizer 



finmeur d» Ubt^erew se. 




^'VERS/TV ^■ 



Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



GEOMETRIE DESCRII^TIVE Pmmcrc partie 




Imp f^Jfoi^iean .farU. 



I.ii>raipie de L. EL 



Digitized by VjOOQIC 



PI. w. 



ïig i8i. 




CHKTTE ft CY" Pari». 



leimnàr frwiwMr d» TSmj^arna- J'C 



Digitized by VjOOQ IC 






Digitized by VjOOQ IC 






of 

^CAUfO^ 



y/^ 



Digitized by VjOOQ IC 



GKOMETIUE DKSCRIPTIVK. Première partie . 



FiqM86. 




ùf^'f ManffMtv . J'arùf. 



Librairie de L.HA( 

Digitized by VjOOQIC 



Fiœ. 187. 



PL 20. 



d' 

/f 



"A 



> 

/ 



/.A\ 



!\ 

I \ 




HKTTE fit C'5 Paris. 



Digitized by 



, tv vmm v de LEn^treÊW. ^ 

Google 



^ OF THt 



Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQIC 



}EOMRTRI£ DESCRIPTIVE. ïVemicre partie. 



¥if^. M 



r^ 



-4-:/ ' 




4*- 






./fc' 







1 I 



. -" V-'" 



ili 



C— -A 









-Al 



; i A 






!.'>' -r./ : \ 




f 'f Jtii/h/évn . Paru' . 



Librairie de L. H^ 



k 



Digitized by VjOOQ IC 



PI. 24. 




Lemmitre. Graveur <i4^ t'itiipgreur. uv. 
Oigitized by VjOOQ IC 






Digitized by VjOOQ IC 



^-: 







Digitized by VjOOQ IC 



GCOMETBIE DESCRIPTIVE IViminT partie. 



fW. 19a. 




e— 



fmpf^Mtayeon.. Paris. 



Digitized by 



GOG 



Librairie de L. U 



w. M. 



Fiç. 191. 




iETTE 8c Cr fàri» 



LemaUre.. ^ntpeur de' LEmpermr. j 




Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



Digitized by VjOOQ IC 



THIB BOOK IS DUE ON THB LAST DATB . 
STAMFILD BELOW 

AN INITIAL FINE OF 25 CENTS 

WILL BE ASSeSSED FOR FAfLURE ÎTO RETURN 
wi TMia OOOK ON THE DATE DUE. THE PEN AI-TV 
WILL INCREASE TO SO CENTS ON THE FOURTH 
DAV AND TO S!.00 ON THE SEVENTH DAY 
OVEfiDUC. 


^Ur 43 liH)^ 


























































i( 1 




















UD «I-iaOm-7.'»î 



Digitized by 



Google 



22409 






m- 



• ' t 



• -. 



-*•• -. :♦• 



::^9 



• •«; 



'a4* 






^.\- '•vWl' 



